2 Modele politropowe
Modele gwiazd, w ktorych cisnienie i gestos¢ spelniaja zaleznosé
p=Kp't/m, (47)

w ktorej K i n (indeks politropy) sa stalymi, nazywamy modelami politropo-
wymi, lub krécej politropami. Modele te odegraly wazna role w teorii budowy
gwiazd i nadal maja nie tylko historyczne znaczenie. W tym rozdziale stosuje
przewaznie tradycyjne oznaczenia. Rownanie (47) mozna interpretowa¢ dwo-
jako, albo jako przyblizenie rownania stanu, albo jako przyblizenie opisujace
strukture gwiazdy. Pierwsza interpretacja ma zastosowanie w modelowaniu
gwiazd zbudowanych z materii zdegenerowanej, druga w modelowaniu obszaréw
konwektywnych réznych gwiazd. Jezeli w tym drugim przypadku stosuje sie
rownanie stanu (18), to temperatura dana jest przez

T =Kpr

2.1 Rownanie Lane’a—Emdena
Podstawienie
p=pLb" i p=Kpt/ngntt (48)

pozwala na sprowadzenie rownarn (4-6) do réwnania drugiego rzedu na 6(r).
Wpierw z (4) i (5) dostajemy

Kﬂi/n 2d79

M,=—-(n+1) e Tdr’

(49)

a nastepnie podstawiamy to wyrazenie do rozniczkowej wersji rownania (6) i po
prostych przeksztatceniach dostajemy

ntl g1 d [ ,do
'K /n—1_~ % 24 " = 0.
G e r2 dr <7" dr> i 0

Wprowadzajac nowg zmienna niezalezna & zdefiniowana wzorem

(ﬂ + I)K 1/n—1

= c 5 50
r=& TP (50)
dostajemy réwnanie
1 d [ ,df
—— — 0" =0 51
e () oy
ktore nazywa sie¢ réwnaniem Lane’a—Emdena. Dla £ = 0 mamy 6 = 1 (z
definicji) i % =0 (bo My = 0. Bez trudu znajdujemy rozwiniecie potegowe
0(€), dajace dobre przyblizenie rozwigzania w poblizu £ = 0.
£ ¢
0, =1—> +n>-— .. 52
6 " "120 (52)
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Poza szczegolnymi przypadkami n = 0 (ciecz niescisliwa), n = 1 i 5, pelne
rozwigzanie mozna otrzymac jedynie liczbowo. Promien gwiazdy politropowej
wyznacza pierwsze miejsce zerowe funkeji 0(€). Te warto$é € oznacza sig &1 1
nazywa promieniem politropy. W wymienionych przypadkach mamy, odpowied-
nio,

52
6=1-—= & =6 dlan =0,

67
oS e o dan—1i
3
1
0= — & =occdlan=>5.

VI+8/3
Modele o skonczonych promieniach istnieja tylko dla n < 5.
Zauwazmy, ze problem brzegowy dany réwnaniami (8-10) z warunkiem (47)
zostal sprowadzony do problemu poczatkowego, ktéry dla danego K i n < 5 ma
jednoznaczne rozwiazania.

2.2 Wlasciwosci modeli politropowych

Tablica 1: Parametry funkcji Lane’a-Emdena

noo& (-€9), )

0.5 2.75 3.79 1.84
1.0 3.14 3.14 3.29
1.5 3.65 2.71 5.99
2.0 4.35 2.41 11.40
2.5 5.36 2.19 23.41
3.0 6.90 2.02 54.19
3.5 9.54 1.89 152.89
4.0 1497 1.80 622.43
45 31.84 1.74 6188.51

Po znalezieniu 6,,(£) mozna wyznaczy¢ parametry fizyczne modelu. Na ogot,
parametry te zalezg od wartosci n, od K i p.. Z réownania (50) dostajemy od
razu,

1-n
R=p” K*&ay, (53)

o = n+1
"V 4xG

Rownanie (49) prowadzi do nastepujacego wyrazenie na mase gwiazdy

gdzie

3—n 0
M = 4mp.” K% <—§2d> al. (54)
dc ),
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Rysunek 1: Funkcje Lane’a-Emdena i przebiegi wzglednej gestosci w modelach
politropowych o réznych wartosciach wyktadnika n.

Zauwazmy, ze parametr mierzacy stopieri koncentracji materii w gwiezdzie, A =
pe/ P, zalezy tylko od n. Mamy bowiem

dmp RP & ([ do\ !
-5 (), o

Funkcja A(n) jest monotonicznie rosngca. Dlan — 5, R — oo i A — oo, ale
M pozostaje skoriczone. Warto$¢ n = 5 jest graniczna. Przy n > 5, funkcja
Lane’a-Emdena nie ma miejsc zerowych.

Przypadek izotermicznej struktury zbudowanej z gazu doskonalego opisuje
zalezno$c¢ politropowa z n — oo. Taki obiekt nie moze znajdowac si¢ w rownowadze
hydrostatyczne;j.

Eliminujac p. z rownan (53) i (54) mozna znalez¢ zaleznosé Masa—Promien dla
politrop. Przy ustalonych K i n, mamy

 — 1
3—n n
R=MisK#g [47r (— 2d9) } al (56)
ds /),

Zauwazmy, ze przy ustalonym K promien politropy jest malejaca funkcja jej
masy w przedziale n € (1,3). Interesujaca jest wartosé n = 3. Mamy wtedy
dM/dp. = 0, co oznacza ze z roOwnaniem stanu danym przez (47) nie mozna
skonstruowaé¢ modelu gwiazdy o dowolnej masie.

W przypadku innych barotropowych rownani stanu, p = p(p), konstruuje sig
ciaggi modeli dla parametru p. catkujac rownania (8) i (9) (lub 11 w przypadku
relatywistycznym ) od M, = 0 do pierwszego miejsca zerowego p. Wartosci M,
ir w tym punkcie wyznaczaja promieni i mase gwiazdy. Ekstrema funkeji M (p..)
sa punktami przejécia od konfiguracji stabilnych do niestabilnych.
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Dla gwiazd politropowych mamy prosty wzor na energie grawitacyjna.

3 GM?
(5-n) R’

Najtatwiej ten wzor uzyskamy, korzystajac z pierwszej rownosci w rownaniu (7),
1 M
W=~- / PdM,.
2 Jo

Wyrazenie na ® dostaniemy podstawiajac zaleznosé politropowa (47) do warunku
rownowagi hydrostatycznej (4). Skad

d P
— | ® n=) =
dT( +(n+ )p) 0,

a po scalkowaniu z warunkiem p(R) = 0

W= —

(57)

_ GM P

W ten sposob dostajemy

"2 R 2

Pam,.
p

W 1 GM? n+1/M
0

Natomiast z rownania (16) mamy

M
W= —3/ Pan.,.
o P

Wzor (57) wynika bezposrednio z polaczenia tych dwoch ostatnich wzorow.

Zadania

1. Prosze sprawdzi¢, ze 0 = (1 + £2/3)~1/2 jest rozwiazaniem réwnania
Lame’a-Emdena dla n = 5, oraz wyliczy¢ wartosci £ odpowiadajace sferom
wewnatrz ktorych znajduje sie 50%, 90% i 99% masy gwiazdy.

2. Masa politropy n = 3 jest wyznaczona jednoznacznie przez wartosé K.
Roéwnanie stanu dla catkowicie i ultrarelatywistycznie zdegenerowanego gazu nie
zawierajacego wodoru ma postaé

3
p:Kp% z K= hc(?)).

" 16m \ 27m

Prosz¢ wyznaczy¢ w jednostkach Mg mase gwiazdy zbudowanej z takiego gazu,
zaniedbujac efekty relatywistczne w warunku réwnowagi mechanicznej. W obliczeni-
ach prosze postuzyé sie Tabelag 1 i Dodatkiem.
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