6 Transport energii przez promieniowanie i
przewodnictwo we wnetrzach gwiazd

6.1 Przyblizenie dyfuzyjne dla promieniowania

Podstawowa wielkoscia dla opisu promieniowania jest jego monochromatyczne
natezenie, I,,(6). Wielkos¢ I, (0)dvdXdtdw przedstawia energie promieniowania
w przedziale czestotliwosci v + dv, ktére przepltywa przez element powierzchni
dX, w czasie dt i jest skierowane w kat brylowy dw wokot osi tworzacej kat 0 z
normalng do tej powierzchni. Dla uproszczenia, nie wypisuje tu w sposob jawny
zaleznosci I, od miejsca i czasu.

7 definicji I, wynika nastepujacy wzor na gesto$é¢ energii monochromaty-
cznych fotonéw liczong na jednostke czestotliwosci.

£, = % jf de 1, (6), (155)

w ktorym czynnik 1/c pojawil si¢ z racji zamiany czasu dt na wysokosé¢ dz
elementu objetosci dzd>. Calkowita gesto$¢ energii promieniowania dana jest
przez

Frod = / £, dv. (156)
0

Monochromatyczny strumieri energii promieniowania na jednostke czestotliwosci
i powierzchni wyliczymy biorac pod uwage promieniowanie docierajace z calej
otaczajacej sfery, catkujac po kacie brytowym,

1
fdwz?w/ du,
-1

oraz uzgledniajac czynnikiem p = cos 6 kat jaki tworzy kierunek promieniowania
z normalna do powierzchni. Tak dostajemy

1
F, = 27r/ I, (p)pdp. (157)
-1

Calkowity strumieri energii promieniowania przeplywajacy przez jednostke powierzchni
dany wiec jest przez

Frag = / Fodv. (158)
0
Dla gwiazd sferycznych bedziemy uzywali wielkosci

2
Lrad,r = 4mr Frad

, oznaczajacej catkowity strumien energii przenoszonej na drodze promieniowa-
nia przez sfere o promieniu r wokét centrum.

Cisnienie promieniowania wyliczymy rozwazajac strumien pedu niesiony przez
fotony naptywajace ze wszystkich kierunkéw i przepltywajace przez jednostke
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powierzchni. Energia fotonéw dana jest przez hv, a sktadowa normalna pedu
przez hvp/c. Dlatego wzor na ci$nienie dostaje sie w podobny sposob jak wzor
na strumien energii, uwzgledniajac jedynie dodatkowy czynnik p/c do I,. W

ten spos6b mamy
Drad = 7/ / 0)dvu*d (159)

We wnetrzach gwiazdowych promieniowanie jest w bardzo bliskie lokalnej
réwnowagi termodynamicznej z gazem. W przyblizeniu zatem, rozktad natezenia
jest izotropowy, a zalezno$¢ od natezenia od czestotliwosci dana jest funkcjg
Plancka.

(160)

Wzor ten uzyska¢ mozna z rozktadu Bosego dla czastek o zerowym potencjale
chemicznym. Z tym wyrazeniem dostajemy, kolejno ze (155-156) i (159),

4
£, =—B,, (161)
c
4 *° 4
Brad = — | Bydv = “ZB(T) = aT* = tpaap, (162)
C 0 C
gdzie oznaczylismy
_ 4op  Smk* /OO x3dx
aqa=— =
c c3h3 exp(z) — 1’

aT?

Prad = T

Wzory (162) i (163), sa zgodne ze wzorem (124) z poprzedniego rozdzaiatu
Wielko$¢ a nazywa sie statg promieniowania, a op statg Stefana-Boltzmanna.

Z izotropii I, wynika F, = 0. Niezerowsg wartos¢ dostaniemy uwzgled-
niajac niewielka anizotropowos$¢ pola promieniowania. W tym rozdziale nie
bedziemy jednak jej wyliczali, a dla wyprowadzenia wzoru na F, skorzystamy
z réwnania dyfuzji. Jego stosowalno$¢ uzasadnia droga swobodna fotonu we
wnetrzach gwiazdowych, przewaznie znacznie krotsza od od temperaturowej
skali odlegtosci, Hr = |dr/dInT|. Ogoélne réwnanie dyfuzji (prawo Ficka) za-
piszemy w postaci.

(163)

fo=-DVC. (164)

fc oznacza tu strumienl czego$, C gestosé tego samego, a D wspolczynnik dy-
fuzji, ktory wyraza sie wzorem

vplp
3 )

D= (165)

45



w ktérym v, jest Srednig predkoscia czastek przenoszacych, a ¢, ich droga
swobodna, ktéra wiaze sie z przekrojem czynnym na ich oddzialywnie z in-
nymi czastkami, ¢,, wzorem £, = (N¢,)~!, gdzie N jest liczba tych czastek na
lem?®. Czedciej, zamiast Sp bedziemy uzywacé wspolczynnika nieprzezroczystosci
1g gazu, K, = Ng,/p.

Dla energii fotonéw z przedziatu v, v 4+ dv mamy

1
fC,r:]:uaUp:C>£p:770:€w (166)
Kup
gdzie k, oznacza monochromatyczny wspétczynnik nieprzezroczystosci obej-
mujacy lacznie absorbcje i rozpraszanie. O wyliczaniu x, bedzie mowa w po-
drozdziale 6.3. W naszym zatosowaniu mamy wiec

c d&, 47 dB, dT
F, =— v - 167
3kyp dr 3kyp dT dr (167)

Inna droge do tego réwnania poznamy w nastepnym rozdziale.
Po podstawieniu do (158) wyrazenia (167) na F, i skorzystaniu ze (162),
dostaniemy
4acT? dT

Fra = - - -
d 3kgp dr

(168)

Wprowadziliémy tu sredni wspotczynnik nieprzezroczystosci Rosselanda, kg, zde-
finiowany wzorem

1 dB\ "' [ 1 dB,
— (2= - 1
KR (dT) /0 ky dT a, (169)
gdzie
o) T4
B z/ Bydv = 2. (170)
0 4

6.2 Calkowity mikroskopowy strumien cieptla

W zastosowaniu do przewodnictwa prawo Ficka prowadzi do nastepujacego
wzoru na strumien energii.

dr
Frol = —Decy dr’ (171)
z De = vel./3. Przewodnictwo jest zwykle mniej wydajng formg transportu
energii niz transfer promieniowania (ve < ¢, e < 1/kgp). Jest ono istotne je-
dynie w obszarach degeneracji elektronéw. Typowa sytuacja jest to, ze w energii
wewnetrznej i ci$nieniu dominuje gaz, a w strumieniu ciepta promieniowanie.
Rownania (168) i (171) mozna polaczyé w nastepujace rownanie na catkowity
mikroskopowy strumien energii przeplywajacej przez sfere w odleglosci r od
centrum gwiazdy.

1 273 4T
L = 6macr d77 (172)
3Kkp dr
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gdzie
1 1 3D.cyp

Kk  kp  4dacT3’

Warunek réownowagi cieplnej warstwy, w ktorej brak wewnetrznych zrodet
ciepta i nie wystepuje makroskopowy przepltyw materii, przyjmuje prosta postac,
L, = const., lub - gdy nie zakladamy symetrii sferycznej -

V.-F =0, (173)
gdzie
F=-

4 3
acTl vT
3kp

6.3 Wspdlczynnik nieprzezroczystosci

Zapominamy tu o przewodnictwie molekularnym i symbol « bedziemy rozumieé
jako éredni wspoétczynnik nieprzezroczystosci Rosselanda, ktory jest zwiazany
ze wspdlczynnikiem monochromatycznym, k,, wzorem (169). Jezeli przez ¢, ;
oznaczymy przekrdj czynny na czasteczke dla okreslonego procesu (j) absorbceji
lub rozpraszania fotonéw o energii hv, to mozemy napisac

1
Ky = ;ZNjgy,j, (174)
J

gdzie N; oznacza iloé¢ czasteczek odpowiedzialnych za proces j w jednostce
objetosci.

6.3.1 Efekt Comptona

Przekroj czynny na rozpraszanie fotonéw na elektronach opisany jest wzorem
Kleina—Nishiny. Jezeli predkosci elektrondéw mozna traktowaé jako nierelaty-
wistyczne (kT < mec?, co odpowiada T < 6 x 10°K), to wzor redukuje si¢ do
postaci Thompsona

€

3 3

8rim 87r( e?
Se = = 5

2
2) =6.65 x 10724 cm?,

MeC

w ktorej nie ma zaleznosci od v. Stad, po skorzystaniu ze (174) i z zaloze-
nia pelnej jonizacji pierwiatkow (N, = (1 + X)p/2m), dostajemy nastepujacy
prosty wzor na wspotczynnik nieprzezroczystosci wynikajacy z rozpraszania na
nierelatywistycznych elektronach

ke =0.2(1+ X) em?g (175)

Poniewaz rozpraszanie jest tylko jednym z proceséw ograniczajacych droge
swobodna, ¢, fotonéw, to wynika stad wazna nieré6wnosé

5gem 3
14 —_— . 1
p<p(1+X) cm (176)
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Zadanie: Zrodlem nieprzezroczysto$é materii jest rozpraszanie na wolnych
elektronach ks = 0.2(1 + X) 1 absorbcja kg, (p, T, X). Prosz¢ napisa¢ wzér na
§rednia Rosselanda i poda¢ jego wersje dla przypadkow ks > ke 1 ks K Kq,p

6.3.2 Przejscia swobodno-swobodne

Niezwigzany elektron znajdujacy sie¢ w polu elektrostatycznym jonu moze po-
chtania¢ i emitowaé fotony (bremsstrahlung, promieniowanie hamowania). W
przypadku lokalnej réwnowagi termodynamicznej wspodtczynniki przekrédj czynny
liczony na jeden jon i jeden elektron dany jest, w przyblizeniu, przez

2
Cy_tZ:

Vel

Sf=fi = ) (177)
gdzie Cy_y jest liczba, Z; tadunkiem jonu, a v, predkoscia elektronu. Wyrazenie
na $redni wspoélczynnik nieprzezroczystosci dla przej$é swobodno-swobodnych
otrzymamy po zsumowaniu wktadéw pochodzacych od réznych jonéw i elek-
tronow, z v, danym rozkltadem Maxwella-Boltzmanna (119). Po uérednieniu po
v wedtug wzoru (160), dostaje si¢
22 XiZf —3.5 2,—1
Kp_pr4x10%°(1+ X) X+Y+ZT T cm g, (178)
i>a UM

nazywany prawem Kramersa dla przejsé swobodno-swobodnych.

6.3.3 Przejscia swobodno-zwigzane

Przekroj czynny na fotojonizacje liczony na jeden atom i jeden zwigzany elektron
(o gtownej liczbie kwantowej n) dany jest, w przyblizeniu, wyrazeniem

Co s 25 . . i hy > =
Sb—figm = o AEEL Y = Zin (179)
0 jezeli hv < Ej

gdzie Z; ,, jest potencjalem jonizacji. Fotojonizacja wodoru i helu jest najwaz-
niejszym zroédtem nieprzezroczystosci w zewnetrznych warstwach gwiazd.

W zakresie temperatury od 4000 K - 6000 K, na przyklad w atmosferze
Storica, dominujacym zZrédlem nieprzezroczystosci jest fotojonizacja ujemnego
jonu wodorowego (H™). Potencjal jonizacji wynosi 0.75 eV (potencjal jonizacji
H wynosi 13.6 eV). Wolne elektrony pochodzg z obfitych pierwiastkéw o niskim
potencjale pierwszej jonizacji: Na, K, Ca i Al

Przy wyzszych temperaturach, w x dominuja kolejno efekty jonizacji H, Hel
i Hell. Nie mamy prostego wzoru na sfedni wspolczynnik nieprzezroczystosci
dla warstw, w ktérych wodoér hel nie sa calkowicie zjonizowane. Wyktadnik
w zaleznosci k(T') moze tam osigga¢ duze dodatnie wartosci, co wynika z szy-
bkiego wzrostu z temperatura liczby fotonéw zdolnych do fotojonizacji i liczby
elektronéw, ktoére neutralny wodoér moze przylaczyé.
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Dla warstw glebszych, gdzie wodor i hel mozna uznaé za calkowicie zjoni-
zowane istnieje przyblizenie znane jako prawo Kramersa dla przejsé swobodno-
zwigzanych

Ky =4 x 102°Z(1+ X)pT™3® ecm?g™ 1. (180)

Podobnie jak we wzorze (178) cala zaleznosé od parametrow termodynamicz-
nych dana jest przez czynnik p/T3-°.

6.3.4 PrzejsScia zwiazano-zwiazane

Do wczesnych lat szesédziesiatych wartosci x byly wyliczane z uzyciem wzordéw
(175), (178) i (180), zaniedbujac efekty przejs¢ zwigzano-zwigzanych, czyli ab-
sorbcji w liniach widmowych . Wyliczenie tych efektow jest najtrudniejsze.
Nie istnieje tu zadne proste oszacownie. Skomplikowane obliczenia numeryczne
pokazaly, ze zaniedbanie absorbcji w liniach metali prowadzi do znacznego
zanizenia nieprzeroczystosci materii we wnetrzach gwiazd.

6.3.5 Nieprzezroczystosci w niskich temperaturach

Ponizej T' = 4000 K najwazniejszy wklad do xk wnosi dysocjacja molekul, przede
wszystkim Hy. W atmosferech czerwonych olbrzyméw istotna jest tez absorbcja
i rozpraszanie promieniowania przez pyt.

6.3.6 Tablice nieprzezroczystosci

Numeryczne obliczenia wspotczynnika x do zastosowan astrofizycznych z uw-
zglednieniem wszystkich efektow atomowych oraz przewodnictwa molekularnego
prowadzone sg przez wyspecjalizowane zespoly. Wyniki tych obliczeri dostepne
sa w formie tablic. Obecnie mamy do dyspozycji wyniki z dwéch niezaleznych
programow znanych jako OP i OPAL. Tylko w programie OPAL bierze si¢ pod
uwage wplyw oddzialywarn miedzy atomami. Efekt ten jest wazny dla modeli
Slorica i innych gwiazd o maltych masach. Dla modeli gwiazd z M >8 M, wyniki
uzyskane z OP i OPAL sa réznig sie tylko nieznacznie. Tablice x w funkcji p i
T dla rozmaitych sktadéw chemicznych sa dostepne w sieci pod adresem
http://www.phys.llnl.gov/Research/OPAL/.

Woezesniejsze obliczenia, w ktérych uwzgledniano absorpcje w liniach rezo-
nansowych zanizaly wartosé x, w pewnym obszarze na diagramie p—7T' o czynnik
~ 3 Dane OPAL i OP nie uwzgledniaja wptywu molekut i pytu. Dlatego dla
liczenia modeli gwiazd o niskich T,.g potrzebne sa dodatkowe tablice .
logarytmicznych wzgledem gestosci i temperatury w otoczkach trzech wybranych
gwiazd ciaggu gtownego.
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Rysunek 7: W funkcji temperatury (log T') wykreslone sa wartosci ,, £, log p
i log k w otoczkach modeli gwiazd ciaggu gltéwnego. Model o masie 1M opisuje
w przyblizeniu Storice. Model o masie 1.8 My gwiazde typu § Scuti, a model
o masie 12My gwiazde typu S Cephei. Trzy maksima kp odpowiedzialne sa
za wzbudzanie pulsacji w réznych typach gwiazd fizycznie zmiennych. Pierwsze
zwiazane z jonizacja H™ i H, nastepne z jonizacja Hell. Obydwa graja role w
pulsacjach gwiazd w pasie Cefeid. Maksimum przy logT = 5.3, efekt przejsé
zwigzano-zwigzanych gtownie w atomach zelaza , bylo nieznane az do poczatku
lat dziewieédziesiatych. Jest ono odpowiedzialne za pulsacje gwiazd typu [
Cephei i innych gwiazd typu B. W zadnym z modeli nie widaé¢ obszaru nawet
przyblizonej stososowalnosci praw Kramersa (k, = 1, kp = —3.5).
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