4 Oscylacje nieradialne i niestabilno$é
konwektywna

4.1 Rownanie na male zaburzenia nieradialne

Rozwazamy mate nieradialne zaburzenie sferycznej, nierotujacej gwiazdy. Row-
nanie opisujace zmiany zaburzenia w czasie otrzymamy linearyzujac rownanie

Fulera
dv

Pt
W tym przypadku, podobnie jak w rozdziale 1, wygodniej jest uzywaé zaburzen
eulerowskich. W przyblizeniu liniowym, przyspieszenie ma t¢ sama postac,

=—-Vp—pVao. (81)

dv 0%6x
T ap W (82)

dla obydwu typow zaburzen. Ostateczne rownanie na oscylacje nieradialne za-
pisujemy w postaci operatorowe;j

w?pdx = Loz, (83)
gdzie
Léx =V + p'ge, + pVP'. (84)
Jawna forme p’ w funkcji dx uzyskuje sie z linearyzacji réwnania ciaglosci
9 +div(pv) =0 (85)
ot ’

Biorac pod uwage prawa komutowania opisane w rozdziale 1 i zauwazajac, ze
réwniez pochodna czastkowa po czasie komutuje z zaburzeniem eulerowskim,
dostajemy

p = —div(pdz). (86)

Z uzyciem tego wzoru, rownania (60) i (62) prowadza do nastepujacego wyraze-
nia na p’.

p = —57“% — pldivée. (87)

Wyrazenie na @', wynikajace z liniowego zwigzku pomiedzy p i @ (réw. 27) iz
(86), ma nastepujaca postaé

G/fWM (88)

| — x|

Korzystajac z (86-88) mozna pokazaé, ze L jest operatorem hermitowskim.
Jest on rzeczywisty wystarczy wiec dowiesé symetrii,

/ d*za - Lb = / d*zb - La. (89)
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W dowodzie wykorzystuje sig¢ zwiazek
V- -(fay=Vf-a+ fV-a

i twierdzenie Gaussa do eliminacji operatoréw V, zaniedbuje catke po powierzchni
gwiazdy i korzysta z symetrii jadra catki we wzorze (86). Z hermitowskosci op-
eratora L wynika, ze

(i) jego wartosci wlasne, w?, sa rzeczywiste

(ii) jego wektory wlasne dx odpowiadajace réznym w? sy ortogonalne z waga
p-

Wynika tez, podobnie jak w przypadku pulsacji radialnych, ze oceng wartosci
wlasnych mozna uzyska¢ z wyrazenia catkowego

w? = %/dgm&c*L&c, (90)

gdzie
I= /dep\5m|2.

Zadanie: Wyprowadzi¢ réwnanie (66) wychodzgc z rownan (83-87).

4.2 Mody akustyczne i grawitacyjne

Postuzymy si¢ uproszczonym opisem matematycznym oscylacji nieradialnych,
wykorzystujacym przyblizenia asymptotyczne wazne dla zaburzen krotkofalowych.
Dla wielkosci zaburzonych przyjmiemy zaleznosé¢ od wspélrzednych taka, jak dla
fal ptaskich. Kladziemy wiec

p' = Apexpli(k - — wt)]. (91)

O sktadowych radialnych k zakladamy, ze sa dostatecznie duze w sensie

(92)

lor| > Max (_dlnp dlnMT)

dr 7 dr

To zalozenie pozwala na zaniedbywanie zaleznosci wspotczynnikow w opera-
torze L od r, a takze podobnej zaleznosci amplitud A,. Zaleznosé¢ od sktad-
owych horyzontalnych w formie trygonometrycznej jest dobrym przyblizeniem
jesli r|kg| > 1. Mozna pokazaé, ze wklad wyrazu zawierajacego V@' do L jest
w tej sytuacji zaniedbywalny .

Korzystajac z przyjetych przyblizen dostajemy kolejno,
(i) ze sktadowej radialnej (84)

—w?pdr 4 ik,p' 4+ plg =0 (93)
(ii) z zastosowania operatora divy do (84)

3 |kH|2p/

1kH6:c: 2
w?p

(94)
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(iii) z (87) i (94)

p’ iw?k, Iy
» T2 |k:H|21136 (95)
(iv) z (60) i (62)
/ 1 /
P01 (96)

gdzie oznaczyliSmy

A_idlnp dlnp
" I'ydlnr dlnr’

Teraz podstawiamy do (93) wyrazenia (95) i (96) na, odpowiednio, p’ and p'.
Widzimy, ze drugi drugi sktadnik w (96) mozemy zaniedba¢ na mocy (92) i
I’y ~ 1. Ostatecznie dostajemy

22 2
2 2 w?L k: _
(./\f w +7w2—£2 kH|2>5r—O,

N = ﬁ7
\V

nosi nazwe nosi nazwe czestotliwosci Brunta - Vaisili, a

(97)

gdzie

L = |kg|v,

nosi nazwe czestotliwosci Lamba. Warunek istnienia niezerowych rozwiazan
prowadzi do relacji dyspersyjnej dla fal grawito-akustycznych,

k2

(w? = N (w? — £?) = w?L? T

(98)

Wobec symetrii sferycznej niezaburzonej gwiazdy wtasciwymi funkcjami do opisu
zaburzen sa harmoniki sferyczne. Wzor (98) pozostanie wazny dla takiej reprezen-
tacji po zastapieniu

LL+1)

2
kH_> 2 )

r
gdzie { jest stopniem sferycznego harmonika, czyli iloscia ptaszczyzn weztowych
na sferze. Nalezy podkresli¢, ze wtedy wzor (98) stosuje sie dla dowolnych £, o
ile tylko spelnione sa nieréwnosci (92).

Wzor (98) opisuje propagacje fal w kierunku radialnym jesli k2 > 0. Zachodzi
to gdy

WISN? i W > L (99)
mowimy wtedy o propagacji akustycznej, albo gdy
w<N? i W< L? (100)

i wtedy méwimy o propagacji grawitacyjnej. Jesli nieréwnosci maja przeciwne
zwroty, to lokalnie propagacja fal nie jest mozliwa, a warstwy gdzie ta sytu-
acja ma miejsce nosza nazwe warstw unoszenia. W miejscach gdzie w = N
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albo w = L zachodzi odbicie fali. Na rysunku wykreslitem przyktadowe prze-
biegi bezwymiarowych czestotliwosci krytycznych opy = R(N) /47 pG o0 =
L/\/4AnpG we wnetrzach gwiazd. Warto, na géornym rysunku, zwrédcié uwage
na wysokie maksimum N w warstwie lezacej tuz powyzej jadra konwekty-
wnego, gdzie N’ ~ 0. Podobne maksima istnieja w wszystkich zaawansowanych
ewolucyjnie gwiazdach, co powoduje, ze glebokie wnetrze nie bierze udziatu w
pulsacje radialnych (por. rys. 1).

Dla danej wartosci £ i dyskretnego zbioru wartosci wy ,,, powstaja fale stojace,
czyli mody oscylacji. Zauwazmy, ze k., — o0, zaréwno przy w — oo jak i
przy w — 0, jezeli tylko N? > 0i ¢ > 0. Dla politropowych modeli widmo
czestotliwosci modow istotnie rozcigga sie od —oo do 4+o00. Dla realistycznych
modeli gwiazd warunek odbicia w atmosferze ogranicza widmo od dotu i od
gory.

Mody o niskich czestotliwosciach (wy,, < wp,1) nazywa sie modami grawita-
cyjnymi (g). Jezeli druga z nieréwnosci w (99) jest silna, to (98) staje sie relacja
dyspersyjna dla fal grawitacyjnych wewnetrznych. Wtedy mamy nastepujace
przyblizone réwnanie na faze radialng fali

o= der UL+ <N>2_1
" dr r W '

Skad dostajemy wzér na czestotliwosci wlasne modow grawitacyjnych.

7T(n+ag)%\/m/:2\/<uﬁ;>2—lcff, (101)

gdzie faze o, wyznaczaja warunki brzegowe na granicach obszaru propagacji,
po ktorym wykonuje sie catke w powyzszym wzorze, a n jest radialnym rzedem
modu. Widzimy, ze mody g istnieja tylko dla ¢ > 0 i tylko w takich gwiazdach
w ktorych istnieje obszar z N2 > 0.

Zakres wysokich czestotliwosei pokrywaja mody p (ci$nieniowe, akustyczne)
lub, w przypadku gwiazd o kontrascie gestosci p./p, mody o charakterze mieszanym:
akustycznym w otoczce i grawitacyjnym w glebokim wnetrzu. Jezeli pierwsza z
nieréwnosci w (100) jest silna, to (98) przechodzi w relacje dyspersyjna dla fal
dzwigkowych. Dla modéw p o dostatecznie wysokich czestotliwosciach dosta-
jemy,w spos6b analogiczny jak w przypadku modéw g, wzoér na czestotliwosci

wlasne,
R 2
£0+1
g [ () A, 10
T1 a

W tym przypadku r; wyznacza warunek wy, = £(r1). Natomiast gorny punkt
odbicia lezy blisko powierzchni. Wzor (102) stanowi uogolnienie (77) na przy-
padek oscylacji nieradialnych.

Wzbudzenie modéw p i g stwierdza si¢ w zmienno$ci wielu gwiazd lezacych
lezacych w roznych czesciach diagramu H-R. Oscylacje, nawet w przypadku
znacznych amplitud, nie maja istotnego wplywu na strukture wnetrz i ewolucje
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Rysunek 3: Obszary propagacji w modelu gwiazdy typu ¢ Scuti (M = 1.8M),
X. =0.05) i w modelu Stonca. Czestotliwosci Lamba (o, ¢) wykreslone sa dla
£ =1, 5150(tylko dla Storica). W atmosferach, czego nie wida¢ na wykresach,
wartosci oy sa znaczne i wynosza ok. 30 w obydwu modelach gwiazd. Linie
poziome dla Storica pokazuja zakres o dla modéw z dokladnie wyznaczonymi
czestotliwosgciami, a dla gwiazdy typu ¢ Scuti, zakres o dla modow niestabilnych.
Wsréd modoéw niestabilnych w gwiazdach typu 6 Scuti sa mody p, g i mody o

mieszanym charakterze.
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gwiazd. Pomiary czestotliwosci odgrywaja role w wyznaczaniu parametrow
gwiazd. W przypadku Stonca, dla ktérego wyznacza sie czestotliwosci ponad
2000 indywidualnych modéw w zakresie v = w/2m od 1 do 5 mHz i £ = 0
do 300, mozliwe jest szczegdtowe sondowanie wnetrza. Obserwowane oscylacje
sa glownie modami p. Wykrywa sie tez mody f odpowiadajace £ > 90, ktore
spelniaja w przyblizeniu taka relacje dyspersyjna jak fale na glebokiej wodzie,

l
we =/ g(R)ku| ~ 1/ 34mGp

Dla tych modéw nie mamy propagacji w kierunku radialnym i dlatego nie
znalazty si¢ wczedniej w naszej klasyfikacji.

Zadanie: Zakladajac silng nier6wnos$é (93), uzasadni¢ zaniedbanie ostatniego
wyrazu w (84).

4.3 Niestabilno$é¢ konwektywna

W obszarach gdzie A (a zatem i N?) jest niedodatanie fale grawitacyjne nie
propaguja sie. Wzor (101) pozostanie wazny przy dostatatecznie duzym £. z
tym ze w musi by¢ wielkoscia urojona, na tyle mala, zeby zachodzito N2 /w? > 1

Galgz rozwigzania odpowiadajaca S(w) > 0 opisuje eksponencjalny wzrost
zaburzenia. Dla dowolnie cienkiej warstwy z A < 0 mozna dobra¢ odpowied-
nio malg urojona wartosé w tak by spetni¢ warunki stosowalnosci tego wzoru.
Nierownos¢ A > 0 w calym wnetrzu gwiazdy jest warunkiem koniecznym dla
jej stabilno$ci. W odro6znieniu od przypadku zaburzen radialnych, kiedy dla
wystgpienia niestabilnosci potrzebne bylo I'y < 4/3 w dostatecznie duzym ob-
szarze teraz wystarcza A < 0 w dowolnie cienkiej warstwie.

Warunek A > 0 w calym wnetrzu gwiazdy jest wystarczajacy dla jej sta-
bilnosci wzgledem zaburzeri nieradialnych. Przypadek A = 0 odpowiada neu-
tralnej stabilnogci. Z (95) wynika, ze p’ — 0 dla w — 0, a z (96), Ze przy
A =0, rowniez p’ — 0. Istnieja wiec przemieszczenia niezaburzajace rownowagi
hydrostatycznej, dla ktorych w = 0.

Poniewaz mamy dg;p < 0, to kryterium niestabilno$ci, dynamicznej wzgle-
dem zaburzeni nieradialnych, nazywanej niestabilnoscig konwektywng, mozemy
zapisaé jako

dlnp 1
dnp T, < 0. (103)
Ten warunek oznacza, ze niestabilnosé pojawia sie wtedy gdy we wnetrzu gwiazdy
gestos$é rosnie ze wrostem ci$nienia wolniej niz adiabatycznie. Najprosciej kry-
terium to uzyskuje sie rozwazajac znak sity wyporu dziatajacej na element gazu
przemieszczany na tyle szybko, ze zmiany jego gestosci i ci$nienia sa zwiazane
zaleznoscig adiabatycznag (row. 97), na tyle jednak powoli, ze jego cis$nienie
pozostaje takie jak otoczenia (p’ = 0).

Korzystajac z (103) i z rownania stanu, p = p(p, T, 1), mozemy warunek
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niestabilnosci konwektywnej zapisa¢ jeszcze w innej postaci
01 dlnT 01 dl
ne Sk v I el LE o, (104)
olnT pp \ AP Olnp ), pdnp

OlnT
Vad = (61 >
BP /) su
nazywana jest gradientem adiabatycznym. Pochodne zwykle wyliczane sa dla
niezaburzonego modelu gwiazdy. Pochodna czastkowa

( Olnp )
omT),
jest zawsze ujemna. Dla klasycznego gazu doskonatego o stalej liczbie czasteczek

mamy
1 1
Olmp\ o (9me)  _ g, —04
olnT - Olnp) 7

W tym przypadku niestabilno$é¢ pojawia si¢ jesli lokalny indeks politropy n,
zdefinowany réwnoscia

gdzie

dlnp  n,
dlnp ny+1

wynosi mniej niz 1.5.

Warunek niestabilnosci zapisany w postaci (103) lub (104) nosi nazwe kry-
terium Ledoux. Dla warstw jednorodnych pochodna p znika i wtedy warunek
niestabilnosci mozna zapisa¢ w postaci znanej jako kryterium Schwarzshilda,

dnT
dlnp

=V >V (105)

Zmiany $redniego ciezaru molekularnego, powstajace w wyniku nukleosyntezy
i barodyfuzji dzialaja zawsze stabilizujaco. Jednak, przy uwzglednieniu strat
promienistych, pojawia sie niestabilno$¢ w formie oscylacji o rosnacej ampli-
tudzie juz przy spelnieniu nieréwnosci (105).

Niestabilno§é konwektywna spotyka si¢ w niemal wszystkich typach gwiazd.
Jej skutkiem jest wystapienie makroskopowego ruchu materi wewnatrz gwiazd.
Ruch ten jest istotny dla transportu energii i mieszania materii. Ma tez inne

skutki, takie jak wzmacnianie pél magnetycznych i wzbudzanie oscylacji. Predkosci

konwektywne sa zwykle znacznie mniejsze od predkosci dzwieku i zwykle nie
uwzglednia sie ich w warunku réwnowagi sit.
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