
6 Transport energii przez promieniowanie i
przewodnictwo we wnętrzach gwiazd

6.1 Przybliżenie dyfuzyjne dla promieniowania
Podstawowa̧ wielkościa̧ dla opisu promieniowania jest jego monochromatyczne
natȩżenie, Iν(θ). Wielkość Iν(θ)dνdΣdtd$ przedstawia energię promieniowania
w przedziale częstotliwości ν ± dν, które przepływa przez element powierzchni
dΣ, w czasie dt i jest skierowane w kąt bryłowy d$ wokół osi tworzącej kąt θ z
normalną do tej powierzchni. Dla uproszczenia, nie wypisuję tu w sposób jawny
zależności Iν od miejsca i czasu.

Z definicji Iν wynika nastȩpuja̧cy wzór na gȩstość energii monochromaty-
cznych fotonów liczoną na jednostkę częstotliwości.

Eν =
1
c

∮
d$Iν(θ), (155)

w którym czynnik 1/c pojawił siȩ z racji zamiany czasu dt na wysokość dz
elementu objȩtości dzdΣ. Całkowita gȩstość energii promieniowania dana jest
przez

Erad =
∫ ∞

0

Eνdν. (156)

Monochromatyczny strumień energii promieniowania na jednostkę częstotliwości
i powierzchni wyliczymy biorąc pod uwagę promieniowanie docierające z całej
otaczającej sfery, całkując po kącie bryłowym,

∮
d$ = 2π

∫ 1

−1

dµ,

oraz uzględniając czynnikiem µ ≡ cos θ kąt jaki tworzy kierunek promieniowania
z normalną do powierzchni. Tak dostajemy

Fν = 2π

∫ 1

−1

Iν(µ)µdµ. (157)

Całkowity strumień energii promieniowania przepływający przez jednostkę powierzchni
dany więc jest przez

Frad =
∫ ∞

0

Fνdν. (158)

Dla gwiazd sferycznych będziemy używali wielkości

Lrad,r = 4πr2Frad

, oznaczającej całkowity strumień energii przenoszonej na drodze promieniowa-
nia przez sferȩ o promieniu r wokół centrum.

Ciśnienie promieniowania wyliczymy rozważając strumień pędu niesiony przez
fotony napływające ze wszystkich kierunków i przepływające przez jednostkę

44



powierzchni. Energia fotonów dana jest przez hν, a składowa normalna pędu
przez hνµ/c. Dlatego wzór na ciśnienie dostaje się w podobny sposób jak wzór
na strumień energii, uwzględniając jedynie dodatkowy czynnik µ/c do Iν . W
ten sposób mamy

prad =
2π

c

∫ 1

−1

∫ ∞

0

Iν(θ)dνµ2dµ. (159)

We wnȩtrzach gwiazdowych promieniowanie jest w bardzo bliskie lokalnej
równowagi termodynamicznej z gazem. W przybliżeniu zatem, rozkład natȩżenia
jest izotropowy, a zależność od natężenia od częstotliwości dana jest funkcja̧
Plancka.

Iν = Bν(T ) ≡ 2hν3

c2

1
exp(hν/kT )− 1

. (160)

Wzór ten uzyskać można z rozkładu Bosego dla cza̧stek o zerowym potencjale
chemicznym. Z tym wyrażeniem dostajemy, kolejno ze (155-156) i (159),

Eν =
4π

c
Bν , (161)

Erad =
4π

c

∫ ∞

0

Bνdν =
4π

c
B(T ) = aT 4 = uradρ, (162)

gdzie oznaczyliśmy

a ≡ 4σB

c
=

8πk4

c3h3

∫ ∞

0

x3dx

exp(x)− 1
,

i

prad =
aT 4

3
. (163)

Wzory (162) i (163), są zgodne ze wzorem (124) z poprzedniego rozdzaiału
Wielkość a nazywa się stała̧ promieniowania, a σB stała̧ Stefana-Boltzmanna.

Z izotropii Iν wynika Fν = 0. Niezerową wartość dostaniemy uwzględ-
niając niewielką anizotropowość pola promieniowania. W tym rozdziale nie
będziemy jednak jej wyliczali, a dla wyprowadzenia wzoru na Fν skorzystamy
z równania dyfuzji. Jego stosowalność uzasadnia droga swobodna fotonu we
wnȩtrzach gwiazdowych, przeważnie znacznie krótsza od od temperaturowej
skali odległości, HT = |dr/d ln T |. Ogólne równanie dyfuzji (prawo Ficka) za-
piszemy w postaci.

fC = −D∇C. (164)

fC oznacza tu strumień czegoś, C gȩstość tego samego, a D współczynnik dy-
fuzji, który wyraża siȩ wzorem

D =
vp`p

3
, (165)
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w którym vp jest średnia̧ prȩdkościa̧ cza̧stek przenosza̧cych, a `p ich droga̧
swobodna̧, która wiąże się z przekrojem czynnym na ich oddziaływnie z in-
nymi cząstkami, ςp, wzorem `p = (Nςp)−1, gdzie N jest liczbą tych cząstek na
1cm3. Częściej, zamiast ςp będziemy używać wspołczynnika nieprzezroczystości
1g gazu, κp = Nςp/ρ.

Dla energii fotonów z przedziału ν, ν + dν mamy

fC,r = Fν , vp = c , `p =
1

κνρ
, C = Eν , (166)

gdzie κν oznacza monochromatyczny współczynnik nieprzezroczystości obej-
muja̧cy ła̧cznie absorbcjȩ i rozpraszanie. O wyliczaniu κν będzie mowa w po-
drozdziale 6.3. W naszym zatosowaniu mamy wiȩc

Fν = − c

3κνρ

dEν

dr
= − 4π

3κνρ

dBν

dT

dT

dr
. (167)

Inna̧ drogȩ do tego równania poznamy w następnym rozdziale.
Po podstawieniu do (158) wyrażenia (167) na Fν i skorzystaniu ze (162),

dostaniemy

Frad = −4acT 3

3κRρ

dT

dr
. (168)

Wprowadziliśmy tu średni współczynnik nieprzezroczystości Rosselanda, κR, zde-
finiowany wzorem

1
κR

=
(

dB

dT

)−1 ∫ ∞

0

1
κν

dBν

dT
dν, (169)

gdzie

B ≡
∫ ∞

0

Bνdν =
acT 4

4π
. (170)

6.2 Całkowity mikroskopowy strumień ciepła
W zastosowaniu do przewodnictwa prawo Ficka prowadzi do następującego
wzoru na strumień energii.

Fmol = −Decv
dT

dr
, (171)

z De = ve`e/3. Przewodnictwo jest zwykle mniej wydajna̧ forma̧ transportu
energii niż transfer promieniowania (ve ¿ c, `e ¿ 1/κRρ). Jest ono istotne je-
dynie w obszarach degeneracji elektronów. Typowa sytuacją jest to, że w energii
wewnętrznej i ciśnieniu dominuje gaz, a w strumieniu ciepła promieniowanie.

Równania (168) i (171) można poła̧czyć w nastȩpuja̧ce równanie na całkowity
mikroskopowy strumień energii przepływającej przez sferę w odległości r od
centrum gwiazdy.

Lr = −16πacr2T 3

3κρ

dT

dr
, (172)
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gdzie
1
κ

=
1

κR
+

3Decvρ

4acT 3
.

Warunek równowagi cieplnej warstwy, w której brak wewnętrznych źródeł
ciepła i nie występuje makroskopowy przepływ materii, przyjmuje prostą postać,
Lr = const., lub - gdy nie zakładamy symetrii sferycznej -

∇ · F = 0, (173)

gdzie

F = −4acT 3

3κρ
∇T.

6.3 Współczynnik nieprzezroczystości
Zapominamy tu o przewodnictwie molekularnym i symbol κ bȩdziemy rozumieć
jako średni współczynnik nieprzezroczystości Rosselanda, który jest zwia̧zany
ze współczynnikiem monochromatycznym, κν , wzorem (169). Jeżeli przez ςν,j

oznaczymy przekrój czynny na cza̧steczkȩ dla określonego procesu (j) absorbcji
lub rozpraszania fotonów o energii hν, to możemy napisać

κν =
1
ρ

∑

j

Njςν,j , (174)

gdzie Nj oznacza ilość cza̧steczek odpowiedzialnych za proces j w jednostce
objȩtości.

6.3.1 Efekt Comptona

Przekrój czynny na rozpraszanie fotonów na elektronach opisany jest wzorem
Kleina–Nishiny. Jeżeli prȩdkości elektronów można traktować jako nierelaty-
wistyczne (kT ¿ mec

2, co odpowiada T ¿ 6× 109K), to wzór redukuje siȩ do
postaci Thompsona

ςe =
8r2

eπ

3
=

8π

3

(
e2

mec2

)2

= 6.65× 10−24 cm2,

w której nie ma zależności od ν. Sta̧d, po skorzystaniu ze (174) i z założe-
nia pełnej jonizacji pierwiatków (Ne = (1 + X)ρ/2m), dostajemy nastȩpuja̧cy
prosty wzór na współczynnik nieprzezroczystości wynikaja̧cy z rozpraszania na
nierelatywistycznych elektronach

κe = 0.2(1 + X) cm2g−1
. (175)

Ponieważ rozpraszanie jest tylko jednym z procesów ograniczaja̧cych drogȩ
swobodna̧, `p fotonów, to wynika sta̧d ważna nierówność

`p <
5gcm −3

ρ(1 + X)
cm. (176)
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Zadanie: Źródłem nieprzezroczystość materii jest rozpraszanie na wolnych
elektronach κs = 0.2(1 + X) i absorbcja κa,ν(ρ, T,X). Proszȩ napisać wzór na
średnia̧ Rosselanda i podać jego wersjȩ dla przypadków κs À κa,ν i κs ¿ κa,ν

6.3.2 Przejścia swobodno-swobodne

Niezwia̧zany elektron znajduja̧cy siȩ w polu elektrostatycznym jonu może po-
chłaniać i emitować fotony (bremsstrahlung, promieniowanie hamowania). W
przypadku lokalnej równowagi termodynamicznej współczynniki przekrój czynny
liczony na jeden jon i jeden elektron dany jest, w przybliżeniu, przez

ςf−f,j =
Cf−fZ2

j

veν3
, (177)

gdzie Cf−f jest liczba̧, Zj ładunkiem jonu, a ve prȩdkościa̧ elektronu. Wyrażenie
na średni współczynnik nieprzezroczystości dla przejść swobodno-swobodnych
otrzymamy po zsumowaniu wkładów pochodza̧cych od różnych jonów i elek-
tronów, z ve danym rozkładem Maxwella-Boltzmanna (119). Po uśrednieniu po
ν według wzoru (160), dostaje siȩ

κf−f ≈ 4× 1022(1 + X)

(
X + Y +

∑

i>4

XiZ2
i

Ai

)
ρT−3.5 cm2g−1, (178)

nazywany prawem Kramersa dla przejść swobodno-swobodnych.

6.3.3 Przejścia swobodno-zwia̧zane

Przekrój czynny na fotojonizacje liczony na jeden atom i jeden zwia̧zany elektron
(o głównej liczbie kwantowej n) dany jest, w przybliżeniu, wyrażeniem

ςb−f,j,n =

{
Cb−fZ4

j

n5ν3 jeżeli hν ≥ Ξj,n

0 jeżeli hν < Ξj,n

, (179)

gdzie Ξj,n jest potencjałem jonizacji. Fotojonizacja wodoru i helu jest najważ-
niejszym źródłem nieprzezroczystości w zewnȩtrznych warstwach gwiazd.

W zakresie temperatury od 4000 K - 6000 K, na przykład w atmosferze
Słońca, dominuja̧cym źródłem nieprzezroczystości jest fotojonizacja ujemnego
jonu wodorowego (H−). Potencjał jonizacji wynosi 0.75 eV (potencjał jonizacji
H wynosi 13.6 eV). Wolne elektrony pochodza̧ z obfitych pierwiastków o niskim
potencjale pierwszej jonizacji: Na, K, Ca i Al.

Przy wyższych temperaturach, w κ dominuja̧ kolejno efekty jonizacji H, HeI
i HeII. Nie mamy prostego wzoru na sŕedni współczynnik nieprzezroczystości
dla warstw, w których wodór hel nie sa̧ całkowicie zjonizowane. Wykładnik
w zależności κ(T ) może tam osia̧gać duże dodatnie wartości, co wynika z szy-
bkiego wzrostu z temperatura̧ liczby fotonów zdolnych do fotojonizacji i liczby
elektronów, które neutralny wodór może przyła̧czyć.
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Dla warstw głȩbszych, gdzie wodór i hel można uznać za całkowicie zjoni-
zowane istnieje przybliżenie znane jako prawo Kramersa dla przejść swobodno-
zwia̧zanych

κb−f ≈ 4× 1025Z(1 + X)ρT−3.5 cm2g−1. (180)

Podobnie jak we wzorze (178) cała zależność od parametrów termodynamicz-
nych dana jest przez czynnik ρ/T 3.5.

6.3.4 Przejścia zwia̧zano-zwia̧zane

Do wczesnych lat sześćdziesia̧tych wartości κ były wyliczane z użyciem wzorów
(175), (178) i (180), zaniedbuja̧c efekty przejść zwia̧zano-zwia̧zanych, czyli ab-
sorbcji w liniach widmowych . Wyliczenie tych efektów jest najtrudniejsze.
Nie istnieje tu żadne proste oszacownie. Skomplikowane obliczenia numeryczne
pokazaly, że zaniedbanie absorbcji w liniach metali prowadzi do znacznego
zaniżenia nieprzeroczystości materii we wnȩtrzach gwiazd.

6.3.5 Nieprzezroczystości w niskich temperaturach

Poniżej T = 4000K najważniejszy wkład do κ wnosi dysocjacja molekuł, przede
wszystkim H2. W atmosferech czerwonych olbrzymów istotna jest też absorbcja
i rozpraszanie promieniowania przez pył.

6.3.6 Tablice nieprzezroczystości

Numeryczne obliczenia współczynnika κ do zastosowań astrofizycznych z uw-
zglȩdnieniem wszystkich efektów atomowych oraz przewodnictwa molekularnego
prowadzone sa̧ przez wyspecjalizowane zespoły. Wyniki tych obliczeń dostȩpne
sa̧ w formie tablic. Obecnie mamy do dyspozycji wyniki z dwóch niezależnych
programów znanych jako OP i OPAL. Tylko w programie OPAL bierze siȩ pod
uwagȩ wpływ oddziaływań miȩdzy atomami. Efekt ten jest ważny dla modeli
Słońca i innych gwiazd o małych masach. Dla modeli gwiazd z M>̃8M¯, wyniki
uzyskane z OP i OPAL sa̧ różnią się tylko nieznacznie. Tablice κ w funkcji ρ i
T dla rozmaitych składów chemicznych sa̧ dostȩpne w sieci pod adresem

http://www.phys.llnl.gov/Research/OPAL/.
Wcześniejsze obliczenia, w których uwzglȩdniano absorpcjȩ w liniach rezo-

nansowych zaniżały wartość κ, w pewnym obszarze na diagramie ρ−T o czynnik
≈ 3 Dane OPAL i OP nie uwzglȩdniaja̧ wpływu molekuł i pyłu. Dlatego dla
liczenia modeli gwiazd o niskich Teff potrzebne sa̧ dodatkowe tablice κ.

Na rysunku 7 pokazany jest przebieg nieprzezroczystości i jej pochodnych
logarytmicznych wzglȩdem gȩstości i temperatury w otoczkach trzech wybranych
gwiazd cia̧gu głównego.

49



Rysunek 7: W funkcji temperatury (log T ) wykreślone sa̧ wartości κρ, κT , log ρ
i log κ w otoczkach modeli gwiazd cia̧gu głównego. Model o masie 1M¯ opisuje
w przybliżeniu Słońce. Model o masie 1.8M¯ gwiazdȩ typu δ Scuti, a model
o masie 12M¯ gwiazdȩ typu β Cephei. Trzy maksima κT odpowiedzialne sa̧
za wzbudzanie pulsacji w różnych typach gwiazd fizycznie zmiennych. Pierwsze
zwia̧zane z jonizacja̧ H− i H, nastȩpne z jonizacja̧ HeII. Obydwa graja̧ rolȩ w
pulsacjach gwiazd w pasie Cefeid. Maksimum przy log T = 5.3, efekt przejść
zwia̧zano-zwia̧zanych głównie w atomach żelaza , było nieznane aż do początku
lat dziewięćdziesia̧tych. Jest ono odpowiedzialne za pulsacje gwiazd typu β
Cephei i innych gwiazd typu B. W żadnym z modeli nie widać obszaru nawet
przybliżonej stososowalności praw Kramersa (κρ = 1, κT = −3.5).
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