7 Przeplyw promieniowania przez atmosfery gwiaz-
dowe

W atmosferach gwiazdowych pole promieniowania jest silnie anizotropowe. W
szczegbdlnosci, warunek jaki mozemy natozyé na strumien na zewnetrznym brzegu
izolowanej gwiazdy ma postaé

I,(0,R) =0 dla 6 € [r/2,7], (181)

a zatem jest skrajnie nieizotropowy. Ponadto, droga swobodna fotonu w atmos-
ferze jest poréwnywalna lub dluzsza od temperaturowej skali odleglosci, a wiec
wydaje sie, ze nawet w grubym przyblizeniu nie mozna korzystaé¢ z réwnania
(172).

7.1 Rownanie transportu (transferu) promieniowania

Tu rozpatrzymy najogoélniejsza forme tego prawa. Natezenie promieniowania,
I, traktujemy jako funkcje czasu, t, miejsca w atmosferze, x, kierunku, k (za-
uwazmy, ze jeS§li n oznacza kierunek normalnej do wybranej powierzchni, to
= cos® = n- k)i czestotliwodci v. Argumenty I, beda wypisywane jawnie
tylko w miare potrzeby. Rozwazmy zmiane natezenia I, w kierunku k, na od-
cinku drogi ds = k-dx = cdt. W prézni wielkosé I, jest zachowana. Jezeli na ds
znajduje si¢ materia, to I, moze male¢ w wyniku absorbcji i wzrasta¢ w wyniku
emisji promieniowania przez gaz. Moze tez zmieniaé sie w wyniku rozpraszania.
Zjawiska te wezmiemy pod uwage we wzorze na szybkosé zmian I, piszac

dl,
E = CpHV(SV — II/)7 (182)
w ktorym

Ry = Ra,v + Rs,p-

Tak jak w poprzednim rozdziale, x, i Kk, oznaczaja, odpowiednio, mono-
chromatyczne wspotczynniki nieprzezroczystosci i absorbeji, a x,, wklad do
nieprzezroczystosci pochodzacy od rozpraszania. Tu jednak uwzgledniamy nie
tylko rozpraszanie na elektronach (efekt Comptona), ale bierzemy tez pod uwage
rozpraszanie na atomach i molekulach (efekt Rayleigha), ktore wnosi pewien
wktlad do nieprzezroczystosci w atmosferach gwiazd chtodnych. S, = S, (k, x, t),
wielko$é nazywana funkcjg Zrodtowq, dana jest wzorem

: [eS)
S, (k) = 1 (ﬁ + ﬁw%dw’/ dz/¢l,/,,(k',k)L,(k’)) . (183)
Ky \A4Am 0

Pierwszy czton z prawej strony opisuje wkitad od emisji gazu. Wspodlczynnik
emisji, j,, podaje ilo§é energii promieniowania na jednostke czestotliwosci w
przedziale v + 0.5dv wysylanej przez jednostke masy gazu w jednostce czasu.
Emisje wymuszona najczesSciej uwzglednia sie jako ujemna absorbcje. Drugi
czton opisuje wktad pochodzacy od rozpraszania, ktére moze by¢ niekoherentne
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i anizotropowe. Rozpraszanie nazywamy koherentnym jezeli nie zmienia energii
fotonu. Funkcja rozktadu, ¢, (k’, k), opisuje prawdopodobienistwo, ze foton o
czestotliwosci ' nadbiegajacy z kierunku k’ po rozproszeniu bedzie miat czes-
totliwosé v i odleci w kierunku k. Funkcje rozkladu normalizuje warunek

%dw/ dv%dw’/ dv'¢,, (k' k) = 1.
0 0

Rozpraszanie nie prowadzi do wypadkowej wymiany energii miedzy gazem i
promieniowaniem. Dla rozpraszania koherentnego

by (K k) =0V —v)p(K' k),

a jesli przy tym jest ono izotropowe, to mamy

!/
¢V'l/(k:,7k) = 5(Vl - V)W
Poniewaz dla promieniowania mamy
d 0 d
T T TR

w przypadku stacjonarnym réwnanie(182) przyjmuje postac

dl,
- v IJ_II/? 184
I = PR (S ) (184)

znang jako Rdéwnanie Transferu. To rownanie mozna formalnie scatkowad,
wprowadzajac bezwymiarowa zmienng niezalezna D,,, zdefiniowana wzorem

D, = /dsp/{l,

i nazywana odleglodcia optyczng. Z nia, rownanie (184) przeksztalca sie w

dl,
dD,

+1, =5,(Dy).

Po pomozeniu stronami przez exp(D, ) i scatkowniu w przedziale [0, D, ], dosta-
jemy
D, .
I,(D,) = I,(0)e~ P~ +/ S,(D)eP=P)aD (185)
0
Wzo6r ma czytelny sens fizyczny, ale nie daje jawnego wyrazenia na natezenie
bo, jak widzimy we wzorze (183), S, zalezy od I, .
Rownanie transferu uzupelnia warunek réwnowagi cieplnej, ktory mozna

zapisa¢ w formie calkowej wyrazajacej brak wypadkowego przeptywu energii
pomiedzy promieniowaniem i gazem wynikajacego z emisji i absorbcji.

/ (jl/ - 47T/€a,uju)d1/ = 07 (186)
0
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gdzie
1
=L ?{ dwl, (187)
4

jest érednim natezeniem promieniowania.

Ze (186) wynika podany w rozdziale 6.2 warunek rownowagi cieplnej V- F =
0, gdzie przez F' oznaczyliSmy calkowity strumien energii przenoszonej przez
promieniowanie. Jednak podany tam wzor F' zaktada przyblizenie dyfuzyjne,
ktorego teraz nie chcemy stosowac. Wzory (157) i (158) podaja Sciste za-
leznosci wiazace I, ze sktadowymi normalnymi strumienia monochromatycznego
i bolometrycznego. Wszystkie trzy sktadowe F' dane sa wyrazeniem

F= / dv f dwkI, (188)
0

Zadanie Pokazac, ze ze (186) i (188) wynika V - F = 0.

Dla uzyskania jawnego wyrazenia na I,, potrzebnego do znalezienia stru-
mienia F, ze wzoru (188) musimy rozwiaza¢ jednoczesnie rownania catkowe
(185) 1 (186). W miejsce (185) mozemy postuzy¢ sie rownaniem rozniczkowym
(184). Dla rozwiazania potrzebna jest nam takze znajomosé funkeji kg, o 1
¢, (k' k), z ktorych tylko tej pierwszej poswieciliémy nieco uwagi w poprzed-
nim rozdziale. Cala droge od wspomnianych réwnan do jawnej postaci I, i do
modeli atmosfer gwiazdowych przesledzimy jedynie po wprowadzeniu szeregu
uproszczen.

7.2 Standardowe przyblizenia
7.2.1 Lokalna réwnowaga termodynamiczna

W zastosowaniu do atmosfer gwiazdowych pojecie lokalnej rownowagi termo-
dynamicznej (LTE) odnosi sie do tylko do gazu. Ma sens moéwienie o takiej
réwnowadze w obecnosci pola promieniowania, gdy o stanie gazu decyduja
zderzenia miedzy molekutami (atomami). Wtedy chociaz, I, # B,(T), stan
gazu okresla temperatura, 7', a wspolczynniki absorbcji zwiazane sa prawem
Kirchoffa,

Juv =4mke By (T) (189)

Wynika stad ze, jezeli mozna pominaé efekty rozpraszania to funkcja zrodlowa
jest rowna funkcji Plancka (S, = B,). Okazuje sie, ze w szerokim zakresie
atmosfer zalozenie LTE daje dobre przyblizenie. Znaczace odchylenia zachodza
dla gwiazd, w ktorych procesy odzialywania gazu z promieniowaniem (procesy
promieniste) dominuja nad zderzeniowymi w ustalaniu stanu réwnowagi. W
tym wyktadzie jednak bedziemy zawsze zakladali LTE.

Po skorzystaniu z prawa Kirchoffa w réwnaniu (186) dostajemy jawna, choé
nielokalng, zaleznosé¢ wiazaca charakterystyki pola promieniowania z temper-
aturg,

/ HG,VBV(T)dI/:/ Ka,pJvdv, (190)
0

0
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7.2.2 Rozpraszanie koherentne i izotropowe

Odstepstwa od koherencji rozpraszania istotne sg tylko w niektérych liniach
widmowych i zwykle sa pomijane w modelowaniu widma ciagtego. Kolejnym
czesto uzywanym przyblizeniem atmosfer gwiazd jest zalozenie izotropowosé
rozpraszania. Pomimo ze w indywidualny akt rozproszenia jest anizotripowy
przyblizenie moze by¢ z powodzeniem stosowane. Dla rozpraszania koherent-
nego i izotropowego mamy

5(k' — k)

b (K k) =0V —v) pm

Korzystajac z tego i ze (187) w (183), dostajemy najczesciej spotykana postaé
funkcji zrodtowej

Sy = (1= xu)By + xv T, (191)
gdzie x, = ks, /Ky. Tej postaci funkcji zrodtowej bedziemy uzywaé dalej w tym
wykladzie.

7.2.3 Roéwnanie transferu w symetrii sferycznej

Zakladamy symetrie sferyczna gwiazdy. Zatem funkcja zrodtowa, oraz p i k,
wystepujace w rownaniu (184) traktujemy jako funkcje tylko wspolrzednej r.
Natomiast I, zalezy réwniez od kata 6 pomiedzy wersorem k, skierowanym ku
obserwatorowi, a normalna do sfery n. Piszemy

dI,
ds

=k-VI,.
Os biegunowg kierujemy ku obserwatorowi i wtedy z geometrii wynikaja zwiazki
k-n, =cosf oraz k-mg= —siné.

Stad dostajemy.

oI, sin6dl,
or  r 90

Uwzglednienie geometrii sferycznej, co jest istotne dla nadolbrzyméw nie
stanowi istotnego utrudnienia. Nadal jednak najczeiciej uzywane jest przy-
blizenie atmosfery ptasko-réwnoleglej.

cos 6 = pky (S, — I,,), (192)

7.2.4 Atmosfera plasko-réwnolegla

Jako dolne ograniczenie przyjmiemy miejsce od ktérego przyblizenie dyfuzyjne
jest dostatecznie dokladne. Goérnym jest miejsce powyzej ktorego lezy obszar
traktowany jako przezroczysty dla fotonow. Zaniedbanie krzywizny atmosfery
jest uzasadnone wtedy gdy jej glebokosé geometryczna, Ar, jest duzo mniejsza
od promienia krzywizny. Dla Storica, przyjmujac za goérna granice atmosfery
miejsce odpowiadajace minimum temperatury, a za dolng miejsce gdzie mozna
juz korzystaé z przyblizenia dyfuzyjnego, mamy Ar ~ 4 x 1073,
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Dla zatozonego sktadu chemicznego, atmosfere chrakteryzuja dwa, trak-
towane jako stale, parametry bolometryczny strumieri promieniowania na jed-
nostke powierzchni,

L

e = F = Fua= | Fud

oraz przyspieszenie grawitacyjne, g = GM/R?
Natezenie promieniowania, I,,(7,, i), traktujemy jako funkcje gtebokosci op-

tycznej
R
T, = / Ky pdfT,
-

gdzie Ry jest zewnetrznym promieniem atmosfery, i cosinusem kata pomiedzy
normalng do powierzchni i wybranym kierunkiem calkowania, u. Mamy wiec

_ar
1 Kupp

dr,
ds —

Uzywajac tego wzoru w (184) dostajemy najczesciej spotykana postaé¢ rownania
transferu,
dl,
MdT,,
Postepujac podobnie jak w rozdziale 7.1, mozemy to réwnanie scatkowaé (tu
pomiedzy 71 i 7,) dostajac jako wynik

—1,=-5, (193)

T, T1 ™ = T, — 7 dF
I (r,,pn) =1I,(m, exp( ) —/ S, (T eXp( ) 194
(T, 1) (71, 1) . A (7) . m (194)

Uzyteczna forme wyrazenie na I, (7, p) znajdziemy rozwazajac oddzielnie promieniowanie
skierowane na zewnatrz (u > 0) i do wewnatrz. W pierwszym przypadku
wybieramy 7 = oo oraz korzystamy z tego, ze I, pozostaje skoriczone przy

T, — 00. Mamy wtedy ze (194)

oo L, — ~ d~
(7o, ) :/ S, (7) exp (T . T) ;T dla > 0. (195)

W drugim przypadku wybieramy 7 = 0 oraz korzystamy z tego, ze na brzegu
gwiazdy I,(0) = 0 ( patrz row. 181). Teraz ze (194) wynika

Ty ~ ~
I(ry,p) = / Sy (7) exp (TV — T) a dla p<0. (196)
0 K —H
Wzory (195) 1 (196) nie daja nam jawnej postaci I, (7., p), poniewaz S, zalezy
od I, poprzez J,, sa jednak bardzo uzyteczne dla uzyskiwania przyblizonych
rozwigzan rownania transferu i w iteracyjnych metodach uzyskiwania $cistych
jego rozwiazan.
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Korzystajac ze (195) i (196) w we wzorach (155), (157) i (159) mozna
wyprowadzi¢ (co pozostawiam do wykonania na ¢wiczeniach) wzory Schwarzschilda-
Milne’a wiazace gestosé energii, strumien i ci$nienie promieniowania z funkcja
zrodtowa,

4 2 o
&) = 2= [ SuEml - (197)

Ty

F, = 2/ Sy (Al —mldr —2 [ S (FymlF — mldF, (198)

DPrad = —/ / TIns|T — 7 |d7dy, (199)

gdzie
> exp(—zz
o= [

27
Ze (195) wynika wprost wyrazenie na rozkltad intensywnosci na tarczy gwiazdy,
czyli na prawo pociemnienia brzegowego,

1,00, 1) = /0  5,(7) exp (—D %. (200)

Srodek tarczy odpowiada pu = 1, a brzeg p = 0. Ten zwiazek lezy u podstaw
pél-empirycznego modelu atmosfery Storica. Z obserwacji znana jest funkcja
I,,(0, p). Funkcje S, () dostaje si¢ jako rozwigzanie rownania catkowego (195).
Z niej, wykorzystujac rownania (197-199) i warunki rownowagi, wyznacza sie
przebieg parametrow fizycznych w atmosferze.

Przyjmujac w (200) liniowg zaleznos¢ funkceji zrodtowej od glebokosci opty-
cznej, S, (1,) = Sou + S1,7y, dostajemy wzér Eddingtona-Barbiera,

I,(0, 1) = Sou + S1ope = Sy (10 = p). (201)

Im dalej od srodka traczy, tym plytsze warstwy "widzimy".

7.2.5 Przyblizenie dyfuzyjne

Roéwnania opisujace transfer w atmosferze ptasko-rownoleglej znajduja zastosowanie
w calym wnetrzu gwiazdy w ktorym droga swobodna fotonu jest, £, jest znacznie
krotsza od promienia krzywizny. Tu przesledzimy przejscie od réwnania trans-
feru (193) do rownania (167) na strumieri w przyblizeniu dyfuzyjnym przy
Ty, — 00.

Dla 7, — oo promieniownie zmierza do lokalnej rownowagi termodynam-
icznej z gazem i izotropii. Zatem z definicji (187) i (160), mamy

1 1
g =3 / Idp — B,. (202)
—1
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i dalej, ze (191) S, — B, niezaleznie od wartosci x,. Zatem w obszarze
o dostatecznie duzych glebokosciach optycznych mozemy przedstawi¢ funkcje
zrodtows w formie szeregu Taylora

- (28)

=0

wokélt 7, gdzie mozna zatozyé réwnosé S, = B,,.

Po podstawieniu tego szergu do (195) lub do (196) (wynik bedzie identy-
czny) dostajemy wyrazenie na intensywnos$¢ promieniowania w formie szeregu
potegowego 1

dB d’B
I, =B, (1) + —p+ ——p® + .., 203
v (1) dar, w dr2 H (203)
wiazaca gradient temperatury z anizotropia intensywnosci promieniowania. Ocene
stosunku kolejnych wyrazéw tego szeregu daje nam

dln B, dinT 1 4,
dr, dr  Kyp " Hyp'

€

wielkosé ktora pod fotosfera staje sie szybko < 1. Dobre przyblizenie na stru-
mient promieniowania dostaniemy ograniczajac sie do liniowego wyrazu tego sz-
ergu. Po podstawieniu do (157) dostajemy

1
dB 4 dB 47 dB
l/:2 v Y u? dp = — L= Va
d 7r/,1 (B pot dT,,H) # 3 dr, 3k,p dr

czyli wzor (167).

7.2.6 Atmosfera szara

Przez dziesieciolecia, modelowanie atmosfer gwiazdowych dokonywane byto w
przyblizeniu polegajacm na zaniedbaniu zaleznos$éi ki j od v, nazywanym przy-
blizeniem atmosfery szarej. Wprowadza sie na uzytek tego przyblizenia natepu-
jace definicje

Irop) = / v (o), (204)

J@)EAwdwnh) (205)

SE/ dvs,. (206)
0

Warunek réwnowagi cieplunej (190), z wykorzystaniem definicji (170), sprowadza
sie teraz do

1
J= / ddn = B(T), (207)

|~
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a ze (191) mamy
S=B=.

Rownanie (193) scatkowane po czestotliwosciach w polaczeniu z (207) postaé
rownania catkowo-rozniczkowego, na pojedyncza funkcje I = I(7, p),

dI 1 [t
p——1I = —7/ Idpu. (208)

Rozwigzania tego rownania automatycznie spelniaja warunek réwnowagi cieplnej

dF..q Lodr
=2 du = 0.
dr 7r/1Mcl7' K

Podobng wlasnosé maja rozwiazania rownania catkowego na J(7), wynikajacego
ze (197)

J(1) =< /000 J(T)m |7 — 7|d7. (209)
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