3 Pulsacje radialne i niestabilno$é dynamiczna
gwiazd

3.1 Rownanie na mate radialne zaburzenia réwnowagi gwiazdy

Rozwazamy mate sferycznie-symetryczne zaburzenie réwnowagi gwiazdy. Niech
or = T(ta Mr) - TO(Mr)a (58)

gdzie rg oznacza polozenie elementu gazu w modelu réwnowagowym. Zaburzony
model nie znajduje si¢ w rownowadze hydrostatycznej, zatem (4) zastepujemy
réwnaniem ruchu

dv _ dp GMyp

Pat = ar r2
ktoremu, korzystajac z (8), nadajemy postac.

; L GM, _
at T, T e T

0. (59)

Przyjmiemy teraz ze dr i odpowiednie zaburzenie gestosci, dp, i ci$nienia, dp,
sa dostatecznie mate i zlinearyzujemy réwnania wokét modelu réwnowagowego.
Zaburzenia wyliczamy dla ustalonego M., czyli dla ustalonego elementem gazu.
Takie zaburzenia nazywamy lagranzowskimi.

Ogolnie zabuzenie lagranzowskie definiujemy jako réznice

6f = f[:l:(:l:mt),t] - fO(CL'O);

gdzie wektor xq identyfikuje element gazu n.p. wspotrzedne elementu w modelu
niezaburzonym. Istnieje prosty zwiazek pomiedzy tymi zaburzeniami i wprowad-
zonymi wczesniej zaburzeniami eulerowskimi,

5f = f' +6x- VY, (60)
ktory dostaje sie z rozwiniecia na szereg

flx(zo,t),t] = fo(xo,t) + (z — o) - Vo + ...,

po zaniedbaniu wyrazow kwadratowych w zaburzeniach i, w koncu, opuszcze-
niu wskaznika "0"w wielko$ciach niezaburzonych. Prawami komutowania dla
zaburzen lagranzowskich sa

L O
dt — dt dM, — dM,

(61)

Bedziemy rozwazali szybkie zaburzenia, dla ktérych pominaé¢ mozemy zmia-
ny entropii. Dlatego przyjmujemy adiabatyczna zalezno$¢ miedzy zaburzeniami
ci$nienia i gestosci.

1 1)
L _p, %, (62)
p P
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Wspotezynnik 'y nazywa si¢ wyktadnikiem adiabaty. Dla jednoatomowego gazu
doskonatego I'y = v = 5/3.
Z linearyzacji rownania (8) dostajemy

dor _dr 2577’ n @
dM,  dM, r 0
Skad, po skorzystaniu z (62)
op dor or
—=-Ty|—+2— .
D ! < dr + r ) (63)

Linearyzujac (59) dostajemy

d?6r  1dép or
—— 4+ —— —4g9g— = 0. 64
dt? * p dr 9% (64)
Promien r oznacza tu potozenie warstwy w modelu niezaburzonym.
Dla wielkosci zaburzonych zaktadamy eksponencjalng zaleznos$é od czasu. W
szczegbdlnosci przyjmiemy .
5r = ry(r)e ",

Teraz réwnania (63-64) sprowadzamy do jednego rownania na amplitude y i
czestotliwosé w.

pir=2 4 (r G +4pF1> 2y (3 et +4gp+w27"p> y=0,  (65)

dr? dr dr dr
albo d d 3p dl’
i 2_9gp, _gyy 2RO} 4
o <p i dr) + {w 7’(3 1—4)+ rp dr priy =0, (66)

Warunki brzegowe dla y(r) wynikaja z zadania by dr i %p pozostawaly skorniczone
dlar - 0idlar — R.
W okolicy regularnego punktu osobliwego r = 0 mamy
dp dF1

az—gpwr, er.

Rozwiazania (65) poszukujemy w postaci szeregu
y=r’ Z apr®.
k=0

Z przyrownania do zera wyrazow przy najnizszej potedze r dostajemy s(s+3) =
0. Rozwiazanie skoiniczone odpowiada wyborowi s = 0. Latwo sprawdzamy, ze
szereg nie zawiera nieparzystych poteg r. Mamy wiec

dy

%zO dla r—0
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Jezeli p/p — 0 dla r — R, to r = R jest tez regularnym punktem osobliwym.
Przy politropowej zaleznosci p(p) z wykladnikiem n,, ktadac M = M, w (49),

dostajemy
do 1

Y =
dr = r2’

skad mamy p/p x 8 x R — r i dalej
dlnp grp _np+1

V=-

dlnr  p z
gdzie z = 1 — r/R. Dla uproszczenia w réwnaniu (65) zalozymy stale I';.
Przyjmie ono wtedy postaé
d?y dy 'V wlr
2
— +4-V)ir—=+ =4+ ——-3T =0.
" dr2+( )rdr+F1 + g 1)y

Znajdziemy rozwiazanie tego rownania dla matych z w postaci szeregu potegowego

Z?
y=2z° Z apz”.
k=0
7 poréwnania wyrazOw przy najnizszych potegach znéw znajdujemy, ze dla
rozwiazania skoniczonego mamy s = 0. Uwzgledniajac wyraz liniowy w z, dosta-
jemy zwiazek
2
rdyy(“+43n) dla r— R, (67)
dr Fl g
ktory stanowi zewnetrzny warunek brzegowy. Nalezy podkresli¢, ze przyjete
uproszczenia nie maja zasadniczego chrakteru. Istotny jest warunek by dp/p
pozostawato skoriczone przy p — 0.

Nasze zadanie sprowadzone zostalo do problemu Sturma-Liouvilla. Z tego
faktu wynika kilka waznych wnioskow. Problem ma nieskonczenie wiele rozwiazan:
yn(r),w?, gdzie n oznacza kolejne liczby naturalne. Funkcje wlasne, y,,, sa wyz-
naczone z doktadno$cia do statego zespolonego czynnika i maja doktadnie n — 1
miejsc zerowych w przedziale [0, R]. Wartosci wlasne w? sa rzeczywiste. Funkcje
wlasne odpowiadajace réznym n sa ortogonalne z waga pr?,

R R
4, a0 129,
/ priyiyndr = 5jn/ pr|yn|*dr = ;5 1y.
0 0
Bardzo wazne zastosownie ma wyrazenie wariacyjne na czestotliwosé,

w?=— (68)




a v, = y/pI'1/p jest predkoscia dzwieku. Wyrazenie to wynika z (66), po pom-
nozeniu przez y* i scatkowaniu w przedziale [0, R]. Niech yi(r) i wy oznaczaja
doktadne rozwiazania (66). Rozwazmy funkcje y(r) = yi(r) + Ay, spelniajaca
warunki brzegowe (41), i czestotliwosci w = wi + Aw. Z (68), zachowujac tylko
wyrazy liniowe w Ach i korzystajac z (66), dostajemy

_AJ - WwiAT

A
w 2wl

=0.
Skad wynika, ze mozna uzyskaé¢ dobre przyblizenie na wartoéé w? w oparciu o
wyrazenie (68), jesli mamy nawet nie najlepsze przyblizenie dla funkcji y(r).
Wyrazenie (68) pozwala, na uzyskanie przyblizonego wyrazenia na zmiane
czestotliwosci modu Aw zwiazanej z matg zmiang modelu gwiazdy, bez koniecznosci
wyliczania zmiany y(r). Zmiana modelu moze wynkaé zaréwno z uwzgled-
nienia dodatkowych sit jak i n.p. z modyfikacji w opisie rownania stanu materii
gwiazdy. Skorzystamy z tego w rozdziale 3.3.

3.2 Mody pulsacji radialnych

Rozwiazania opisuja kolejne mody pulsacji radialnych. Zbidér rozwiazan tego
problemu, wy,, ¥, (r) zn=1,2,...., opisuje kolejne mody pulacji radialnych. Liczby
naturalne, n, nazywamy radialnym rzedem modu. Mod n = 1 (czasami oz-
naczany n = 0 i nazywany fundamentalnym) nie ma miejsc zerowych (weztow)
w przedziale [0, R]. Dla kolejnych modoéw nazywanych owertonami zachodzi

Wy > Wh—1-

Zajmiemy sie wlasciwosciami widma czestosci pulsacji radialnych. Dla real-
istycznych modeli gwiazd wartosci w,, wyznacza si¢ liczbowo. Rozpatrzymy
wpierw bardzo uproszczone modele, dla ktérych mozna znalezé rozwiazania
analityczne.

Zaniedbujac zmiennosé 'y (nienajgorsze przyblizenie), mozemy skorzystac
z rOwnania pulsacji w postaci (67). Nastepne przybliZzenie jest juz zupelnie
nierealistyczne. Zakladamy mianowicie, ze niezaburzona gesto$¢ w modelu nie
zalezy od r. Mamy wiec

_3M
P~ tzps =V
Z rownan (8) i (9) dostajemy wtedy
GMp
M, =Mz*> i p=-—1F(1-2?
, z° i 5R (1—27),
gdzie x = r/R. Skad mamy
_ dlnp 227 s GMTIy 2
VZidlnril—xQ’ Ya = T9R (1=a%)
i d? d
(1-— a:Q)xQd—mZ +4- 6x2)xﬁ + bty =0, (69)
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gdzie

6 w? 4
b= O i), 70
r1(4wGp*'3 1) (70)

Szukamy rozwigzania w formie szeregu
y= E apak.
k=0

Po podstawieniu do (69) i przyréwnaniu do zera wspotczynnikow przy x*, dosta-
jemy nastepujacy wzoér rekurencyjny,

_ k(k+5)—b
BTGk +5)

Rozwigzaniem jest szereg x2. Tylko dla b = k(k + 5) szereg ten jest skoriczony.
W pozostatych przypadkach szereg jest nieskoriczony i rozbiezny w x = 1, bo
ap+2/ar — 1 dla k — oo. Wynika stad, ze tylko dla b = k(k 4+ 5) mozemy
speli¢ zewnetrzmy warunek brzegowy. Po skorzystaniu z (70), dostajemy

wn:\/élep [Pl—g—&—l—;(n—l)(?n-i-i%) ) (71)

gdzie polozyliSmy k = 2n — 2, tak by n oznaczalo radialny rzad modu.

zadanie: Prosze pokazaé, ze dla modelu z
P
322

mamy

2
Wy = \/BﬂGpFl(Zn —2+4+38)2n+1+s), (72)

)]

uwaga: Osobliwo$é p i p w centrum wymaga modyfikacji warnku brzegowego w
centrum, ale nie stanowi problemu. Przyjeta wartos¢ s odpowiada rozwiazaniu,
dla ktérego przy » — 0 mamy py?r? — 0, co oznacza znikomy wklad do energii
oscylacji z okolic osobliwosci.

gdzie

s=—
2

Dla dowolnych modeli gwiazd czestotliwosci bezwymiarowe, o,, definiujemy

zwiazkiem
Wy, = o,/ 4TGP. (73)

Przyjmujac Ty = 5/3 dostajemy z (71) o1 = 0.58, a z (72) o1 = 0.85.
Typowe wartosci dla realistycznych modeli gwiazd pulsujacych mieszcza sie w
zakresie 1.4-2.

18



T T T { T T T { T T T { T T T T T T -
L s, 0,=3.83, I1,=0.37d A
8 4
L 0,=3.22, 1,=0.44d
I 0,=2.59, 1,=0.54d ]
6 ;
- 0,=195,11,=0.72d
€o i ;
4 —
o [
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x=r/R

Rysunek 2: Rozktady energii pulsacji we wnetrzu realistycznego modelu mato-
masywnej Cefeidy

Na rysunku 2 pokazany jest typowy rozklad energii pulsacji dla pierwszych
czterech modéw radialnych w realistycznym modelu gwiazdy. Wykreslone sg
funkcje

__y(@)?pat
=
Jo y(@)?pat.

Warstwy lezace ponizej x = 0.2 obejmujace ponad 70% masy gwiazdy, nie
wnosza istotnego wktadu do energii (nie pulsuja). To, ze w pulsuje tylko otoczka
gwiazdy jest charakterystyczne dla wszystkich gwiazd o strukturze olbrzymow.

Dla przyblizonych ocen, wartosci o, mozna traktowaé jako state. Czesciej
uzywanymi wielko$ciami sa state pulsacyjne, Q,, ktore definiuje nastepujacy

wzOr na okresy pulsacji.
9 _
I, = — = Q[ 22. (74)
Wn p
Z defnicji (73-74) wynika,

1 7 0067
n=— o = d. 75
@n= Gon = o (75)

Teoretyczna zaleznosé okres-jasno$é-temperatura otrzymuje sie z réwnania
(74) po dodaniu zaleznoci masa-jasnosé i L/Le = (Te/Terr,0)* (R/Re)?.

Dla n > 1 mamy o, ~ ny/I'12/3, zarébwno ze wzoru (71) jak i z (72).
Proporcjonalnosé w, ~ n w granicy n > 1 wynika wprost z (66), ktorego
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przyblizonym (JWKB) rozwigzaniem, gdy o,, > 1, jest

nd, r g
sglniv @, =wp l (76)
72/Vap 0 Va

Warunek brzegowy nalozony przy r ~ R, prowadzi do zaleznosci

Yn X

R 1~
7r(n+a):wn/ dr (77)

b)
0 Va

w ktorej faza «, opisuje odbicie fali w warstwach zewnetrznych. Faza ta jest
rzedu 1 i stabo zalezy od w. W tej granicy pulsacje radialne sa sferycznymi,
stojacymi falami dzwiekowymi.

Akustyczny charakter pulsacji radialnych nawet przy niskich n jest widoczny
na rysunku 2. Skracanie sie dlugosci fali ze wzrostem z jest konsekwencja
malenia v, < v/T. Odbicie fali przed jej dotarciem do centrum gwiazdy ma
zwiazek z wydhuzaniem sie fali. Odbicie fali ma miejsce jesli wyliczona dtugosé
fali staje sie poréwnywalna z odlegtoscia na ktorej predkos¢ dZzwieku zmienia sie
o czynnik e. Przyblizony warunek na odbicie fali ma posta¢ w < g/v,.

3.3 Kryterium stabilnosci dynamicznej

Zauwazmy, ze zaréwno ze wzoru (71) jak i (72) wynika, ze wq = 0 gdy 3T'; = 4.
Przekonamy sie, ze tak jest zawsze, jezeli warto$é¢ I'y mozna traktowaé jako
stala. Korzystamy ze wzoru (68), z ktérego wynika, ze znak w? jest taki sam
jak znak J. Z wyrazenia na J wynika od razu, ze przy stalym I'y, warunkiem
wystarczajacym dla stabilnosci dynamicznej gwiazd wzgledem zaburzen radial-
nych jest

4
I'i > - (78)

3

Mozna tez sprawdzié, ze dla I'y = % rozwigzaniem réwnania (66) jest wq = 01
y1=const, co dowodzi ze (78) jest takze warunkiem koniecznym. W przypadku
politropowego réwnania stanu I'y = 4/3 odpowiada n = 3, a zatem gwiazda z
takim réownaniem stanu jest neutralnie stabilna. W rozdziale 2 zauwazylismy,
ze dla politropy n = 3 mamy dM/dp. = 0 i ze odpowiada to przejsciu od
konfiguracji stabilnych do niestabilnych.

Jezeli I'1 nie jest stala, to dla wystapienie niestabilno$ci, musimy mieé¢ I'y <
% w dostatecznie duzym obszarze. W przypadku, gdy I'; zmienia si¢ niewiele we
wnetrzu gwiazdy, to kryterium stabilnosci mozna zapisaé¢ nastepujacej postaci.

R
_ [ipridr 4
1= fORi > —. (79)
Jo prédr 3
Dla dowodu korzystamy z wyrazenia (68) na czestotliwosé , gdzie w liczniku
ktadziemy y = const, co na pewno jest dobrym przyblizeniem dla y; w poblizu

'y =4/3. W liczniku (J) zatepujemy —dp/dr przez gp i elimnujemy te pochodna
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catkujac przez cze$ci. Wyrazy brzegowe znikaja i z nowej postaci J wynika
wprost warunek (79).
Relatywistyczny warunek stabilnosci dynamicznej, w granicy stabego pola,

ma postac

— 4 GM
r - —.
1> 3 +qR02 (80)

Wspélczynnik ¢ jest rzedu 1. Dokladna wartosé zalezy od struktury gwiazd.

Cisnienie stabilizuje rownowage gwiazdy. Im wyzsze I'; tym wieksza sprezystosé
gazu i rola ci$nienia. Efekty realtywistyczne wzmacniajac role grawitacji dzi-
alaja destabilizujaco. Wybuch supernowej inicjuje niestabilno$é¢ dynamiczna
rdzenia zelaznego. W tym przypadku, obnizenie I'; spowodowane jest fotodysoc-
jacja jader atomowych i odwrotnymi rozpadami .
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