8 Modele atmosfer

8.1 Warunek rownowagi hydrostatycznej

Poniewaz w atmosferze promieniowanie nie znajduje si¢ stanie LTE, ci$nienia

promieniowania i gazu trzeba (na ogol) traktowaé oddzielnie. W warunku

rownowagi dla gwiazd sferycznych (row. 4) ktadziemy p = pg + praa 1 dostajemy
dpg dprad

= —pg — . 210
dr P9 dr (210)

Korzystamy z wyrazenia (159) na pyaq. Skad,

dpraa 2 /1 /°° I, .
== —Y dvutdp. 211
dr c J_1Jo dr e (211)

Pochodna I, wyliczymy korzystajac ze réwnania (192), ktore przepiszemy do
postaci,

dI, (1 —p?)dI,
—_— = S, —1,).
a dr r dp + pru(Sy )
Wstawiamy to wyrazenie do (211) i catkujemy po u. Pierwszy czion catkujemy
przez czesci (wklad brzegowy znika). Dalej korzystamy ze wzoru (187) na $red-
nig intensywnos$é i wprowadzamy standardowe oznaczenie drugiego momentu

intesywnosci promieniowania

1 1
K, = 5/ I, dp.

-1

Czlon zawierajacy funkcje zrodtowa znika po catkowaniu. Tak dostajemy

praa _ 21 <2°7 vk p/{,,}—l,> dv. (212)
0 T

dr c

Uzywajac tego wyrazenia w (210) oraz korzystajac ze wzorow (156) i (159) na
gestos¢ energii i ciSnienie promieniowania, dostajemy

dpg

dr

To wyrazenie poprawnie opisuje wplyw promieniowania na réwnowage hy-

drostatyczng w atmosferze gwiazdy. Jego ostatni czton uwzglednia krzywizne

atmosfery i jest pomijany w przyblizeniu ptasko-réwnoleglym, ktére jest dobre

gdy skala zmian tempertury jest krotka w poréwnaniu z promieniem fotosfery.
Ten ostatni czlon jest tez pomijalny we wnetrzu gwiazdy, gdzie Frad =~ 3Prad-

3prad - Erad

_ _pg+§/ ko Fydv + (213)
0

8.2 Jasno$é¢ Eddingtona

Realistycznym warunkiem brzegowym dla modeli gwiazd nie moze byé¢ p = 0.
Istotne jest to, aby na zewnetrznym brzegu gwiazdy (r = R) mozna zalozyé
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7 =~ 0. W praktyce wybieramy jako brzeg miejsce o dostatecznie niskiej gestosci.
Istotne jest tez spelnienie nieréwnosci
dpg

W<Odlar:R,

co, w przyblizeniu atmosfery plasko-réwnoleglej, oznacza

/ Ky Fodv < cg (214)
0

Dla atmosfery szarej naktada ona gorne ograniczenie na jasnosé gwiazdy, nazy-
wane jasno$cig Eddingtona, Lrpqq. Mamy wtedy k(R)Fraa < cg, co prowadzi

do
4drcGM

r(R)
Dla obiektéw goracych, dla ktérych dominujacym zrédlem nieprzezroczystosci w

atmosferach jest rozpraszanie na wolnych elektronach. Wtedy «(R) ~ 0.2(1+X)
(wzor 175) i dla X = 0.7 dostajemy liczbowo

L < Lpaq = (215)

Lgaa

~ 3.5 X 104£.
© M@

Dla gwiazdy wieku zero o masie 100Mg mamy L = 0.37Lgq4q-

8.3 Atmosfery szare

Model ptasko-rownolegtej atmosfery szarej wyznaczaja trzy parametry g, Fraq i
Kk, rownanie stanu gazu py = p,y(p, T, X)) i zaleznos¢ T'(7). Gdy efekty krzywizny
atmosfery sg istotne, badz gdy chcemy uzyskaé¢ model glebszej otoczki, dwa pier-
wsze parametry nalezy zastapi¢ trzema n,p. : M,R i L. Wielkim utatwieniem
wynikajacym z zalozenia szaroSci atmosfery jest to, ze funkcja T'(7) jest znaj-
dowana niezaleznie od struktury atmosfery.

8.3.1 Zaleznosé¢ T'7) w modelu Eddingtona

W klasycznym modelu Eddingtona zapisujemy réwnanie transferu w plasko-
rownoleglej szarej atmosferze anizotropie pola promieniowani sprowadza sie do
rozroznienia strumienia skierowanego na zewnatrz (z) i do wewnatrz (w). Mamy

wiec
_J I, dlapg>0
T = { L, dlap<0 (216)

Jest to najprostsza forma anizotropii intensywnosci pozwalajaca na wprowadze-
nie warunku brzegowego (181), ktory teraz sprowadza sie do I,,(0) = 0. Uzy-
wajac tego wyrazenia na I w wyrazeniach w (156-159), dostajemy, kolejno,

4773_21

Eraq = (L 4 L)- (217)
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Frad = m = 71-(Iz - Iw)- (218)
2w

rad = 5 Iz Iw . 219

Praa = o2 (L. + L) (219

Z (217) i (219) wynika, praq = Fraa/3, czyli ten sam zwiazek, co przy zlozeniu
lokalnej rownowagi termodynamicznej promieniowania z gazem. Z (212) dla
szarej ptasko-rownoleglej atmosfery, wynika

dErad dprad 3
=3 = —Frad, 220
dr dr c]: d (220)

ktore po polozeniu k = kg staje sie rownowazne (168), chociaz dla jego wyprowadzenia
nie korzysta sie z zalozenia 7 > 1. Tak wiec w tym przyblizeniu, dla mode-
lowania atmosfery mozna uzywaé tych samych réwnan co dla reszty gwiazdy.
Catkowanie (220) z wykorzystaniem warunku brzegowego I,,(0) = 0, prowadzi

do

3 2
Erad = E]:rad <T + 3> . (221)
Stad oraz z (217) i (218) znajdujemy
1, = T (37 + 1) (222)
s 4
i Frad 3
rad
= Lrad? 223
— (223)
Z (221), po podstawieniu Ey,q = aT* dostajemy
3 L 2
T = —— - 224
ac 4w R? (T_|—2’>>7 (224)

a wiec poszukiwang zaleznoés T(7). Korzystajac z definicji temperatury efek-
tywnej, mozna te relacje zapisa¢ w postaci

3 1
T4 = Te4ff <4T+ 2) .

Zewnetrzny warunkiem brzegowy jest wiec zwiazek

L 1/4 s
10 = (o) =2 VT (225)

Oczywiscie lepiej zamiast modelu Eddingtona uzywaé¢ zaawansowanych mo-
deli atmosfer, uwzgledniajacych zaleznosé x(v), opartych na $cistych rozwigzaniach
rownania (184), oraz ewentualnie uwzgledniajacych krzywizne i odstepstwa od
lokalnej rownowagi termodynamicznej. Zastosowanie doktadnych modeli rzadko
jednak ma istotne konsekwencje dla opisu struktury wnetrza.
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Z liniowej zaleznosci Fraq = 4wB/c od 7, zgodnie ze wzorem Eddingtona-
Barbiera (201) wynika
IO,;L = I070(1 + 15,11,)
Ten wzor jest sprzeczny z z (216), ale nie najgorzej zgadza sie z obserwacjami.
Czesto, dla unikniecia tej sprzecznosci, za przyblizenie Eddigtona uwaza sie
zalozenie Prag = Frad/3.

8.3.2 Scisle rozwigzanie dla atmosfery szarej

Poprawienie modelu Eddingtona, polegajace na Scistym rozwiazywaniu réwna-
nia (208)jest stosunkowo latwe, ale niestety niewiele nas zbliza do rzeczywis-
tosci fizycznej. Warto jednak poswiecié tej sprawie jeden podrozdzial, aby przy-
blizy¢ matematyczne aspekty realistycznego modelownia atmosfer gwiazdowych.
Przedstawiam zarys rozwiazania problemu atmosfer metoda Chandrasekhara.
Podstawa jej jest dyskretyzacja funkcji I(7, u) wzgledem p. W réwnaniu (208)

zastepujemy
1 n
/ Idp— Y alj,
1

— Ja—

gdzie I; = I(;), a a;j sa odpowiednimi wagami, spetniajacymi a_; = a; i

1 n n
5 Z ij:ZOljzl.
j=1

j=—n

Punkty sieciowe rozmieszczone sa symetrycznie (p—; = —pu;). Chandrasekhar
wybral je w miejscach zerowych wielomianéw Legendra parzystych stopni (Pa, (1) =
0). Taki wybér punktow sieciowych pozwala na uzyskanie dobrego przyblizenia
przy niskim n.

Po tym zastapieniu, (208) przechodzi w uklad 2n zwyczajnych rownari rézniczkowych
pierwszego stopnia,

dr; 1 o ‘
ME;—L:—iz:aﬂjZ:iLiZmin (226)

j=—n
Poniewaz wspolczynniki nie zalezg od 7, szukamy rozwiazan w postaci,
I; = A; exp(—kT).

Po podstawieniu do uktadu znajdujemy A; = A(1+ku;)~! i warunek by A # 0,

n

1 _

j=-n

Przeksztalcamy go korzystajac z pomoca réwnosci

n

Yoo 4kpy) Tt =2 oy (1 — k)
j=1

j=—n
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w réwnanie algebraiczne na k2,
k)=1-> a;(1—kpu3)~'=0. (227)

Rownanie to ma pierwiastek podwojny k2 = 0, co oznacza, ze znacza. ze
rozwiazaniami na I, o sa funkcje liniowe. Z (226) znajdujemy, ze wtedy I; o o
T+ Q + w;, gdzie @Q jest na razie dowolna stalsg, .

Poniewaz przy £k = 0 mamy W = 0 i ze wzrostem k poczatkowo W < 0,
niezleznie od wartosci p, a nastepie W (k) zmienia znak przez nieskoriczonosé
kolejno dla kzu? =1, to pozostale pierwiastki rozmieszczone sa jak nastepuje,

2 _ 2 _ -2 -2 2 —2
oy~ <KD <%y <Ry <pup o <Ky oy <pp”

Ogo6lnym rozwigzaniem (226) jest

,Cl exp( k’lT) E,l exp(k‘m’)
T+Q+uz+z< ey v (228)

Ii(r)=C

Do wyznaczenia sa state C, @, £; 1 £_;. Skorzystamy wpierw z tego, ze dla

frad §7_
4 )

T—oo Li(t)—=I. —1I,=

bo rozwigzanie, tak jak w modelu Eddingtona (row. 222 i 223), powinno
zmierza¢ do przyblizenia dyfuzyjnego. Dlatego mamy,

L_;=0 1 C= i.7-}&01.
47

Zewnetrzny warunek brzegowy (181), oznacza tu ze, przy T = 0, I; = 0 dla
1 < 0. Tak dostajemy uktad n réownani liniowych niejednorodnych na pozostate
state,

Q+ Z — kzm i (229)

Wyrazenie

3Fra Ly exp(—k;T
Li(r) = = d( +Q+m+2711+kmj )>. (230)

jest $cistym rozwigzaniem roéwnania (226), a przy n — oo, rowniez (208).
Gestosé energii promieniowania (wzor 162) w funkcji glebokosci optycznej
znajdziemy ze wzoru

47 2 :
Brag =aT" = —J = — Zaih(r)
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Przy sumowaniu cztonu zawierajacego £; korzystamy z (227) i dostajemy

n—1
Eraa(T) = %fmd (T +Q+ Z L exp(—kn)) (231)

=1

Latwo sprawdzi¢, ze ci$nienie promieniowania nie jest juz dane przez Fy.q(7)/3,
zatem nie wlacza sie go do ci$nienia catkowitego i korzysta sie z rownania (213)
jako warunku réwnowagi mechanicznej, ktory dla atmosfery szarej upraszcza sie

do
dprad

dr

p
= _7’{-7:rad
C

8.4 Modele atmosfer nieszarych

Poprawne uwglednienie zaleznosci wspoczynnika absorbcji stanowi najwazniejszy
, a wielu zastosowaniach wystarczajacy, krok w kierunku realistycznych mod-
eli atmosfer gwiazdowych. Krok ten oznacza znaczne utrudnienie problemu
rozwiazywania rownania transferu, ktore teraz nalezy rozwiazywaé lacznie z
rownaniem réwnowagi mechanicznej.

Najwazniejszym celem jest wyznaczenie rozkladu intensywnosci promieniowa-
nia opuszczajacego gwiazde, ktére pozwala na wyliczenie rozmaitych fotome-
trycznych i spektroskopowych obserwabli.

8.4.1 Roéwnania

Wypiszmy tu komplet rownan dla przypadku ptasko-rownoleglej atmosfery, LTE,
oraz izotropowego rozpraszania. Jako zmiennej niezaleznej okreslajacej miejsce
w atmosferze bedziemy uzywaé gestosci powierzchniowej,

R
mz/ pdr. (232)

Pozostate zmienne niezalezne to v i u. Stan atmosfery opisujg wielkosci zalezne
tylko od m: p, p i T; wielkosci zalezne tylko od v i m: F,, Kk,, i B,; oraz
wielkosé I, (m, u), ktora jest funkcja wszystkich trzech zmiennych niezaleznych.
Zmierzamy do wyliczenia wszystkich zmiennych zaleznych, w tym przede wszys-
tkim rozkladu intensywnosci na powierzchni gwiazdy, I,,(0, 1), dla zalozonych
wartosci parametréw globalnych

1
GM L 4
= — T = i X
g R2 ) eff <7TGCR2 ) 1 )

Rownania transferu (193) zapisujemy w postaci

dl,

7:VIV_I/7 2
po = h(ly = 5y) (233)

64



gdzie zgodnie ze (191) i (187)
Su = (]- - XI/)BV + Xlljl/7 (234)

Xv = Hs,v/“uv Ry = Ra,v + Rs,v

1 1
Jv = */ L(W)dy'.
2J
Rownanie rownowagi hydrostatycznej (213) w postaci
dpg 1 [
— =g—- v Fudy. 235
T g2 / o Fyidy (235)

Dochodza dwa zwiazki catkowe:
(1) warunek rownowagi cieplnej (190)

/ Iiayl,jl,dl/:/ Kau By (T)dv (236)
0 0

i (2) wyrazenie na strumieri

1
F, = 277/ I, pdp. (237)

-1

Zakladamy, ze mamy dane w formie tablic nastepujace lokalne zaleznosci

Dg :pg(pa TaX)a (238)
Ra,v = "ia7u(p7 Ta X) (239>

i
Rsv = /is,u(l% T, X), (240)

w calym potrzebnym zakresie parametrow.
Zewnetrzny warunek brzegowy (181) zapisujemy jako

I,(im=0,u) =0 dla pu<0. (241)

Calkowanie rownania (235) zaczynamy od dostatecznie niskich gestoscei,

Wewnetrznym warunkiem brzegowym, podobnie jek w przypadku atmosfery
szarej, jest zadanie by na duzych glebokosciach optycznych w calym zakresie
widma rozwigzania na I, zanierzaly do przyblizeniem dyfuzyjnego, czyli, zeby
zachodzilo

s, m
I,(m,v) — B,(1,) + diu, dla wszystkich 7, = / kdm' — oo (242)
T 0

co, podobnie jak dla atmosfery szarej, domyka problem.
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8.4.2 Konstrukcja modelu

Przeglad metod rozwiazywania transferu i budowania modeli atmosfer nieszarych
mozna znalezé w podreczniku K. Stepnia. Tu ograniczam si¢ do opisania ogol-
nych zasad. Wszystkie metody opieraja sie na dyskretyzacji intensywnosci,
I,(m, p), ktora przyblzamy trojwymiarows tablica

Iunymi”ufj E_[n”, n:1,...,nt, ’L.:].,...7Z.t j: ].,...,jt (243)

Dla innych wielkosci liczba wymiaréw jest nizsza, ale zachowamy zawsze te sama
interpretacje wskaznikow.

Wszystkie metody rozwiazuja réwnania w sposéb iteracyjny, startujac od
probnych wartosei p?, TY, ktoére na przyktad mozna dostaé¢ z przyblizenia at-
mosfera szara . Znajac te wielkosci, mozemy wyliczy¢ B,,; i, korzystajac z (239)
i (240), przyblizone wartosci wszystkich wspolczynnikow w rownaniu (233).
Utrudnieniem, w poréwnaniu z atmosferg szarg jest dodatkowe sumowanie I,,;;
po wskazniku n , ale zasada jest podobna. Dla kazdego ¢ mamy teraz nie j;,
a ny X j; niewiadomych, ale mamy tez n; razy wiecej zaleznosci wynikajacych
z (233) i warunkow brzegowych wynikajacych z (241) i (242). W praktyce,
trudno$¢ wynika nie tylko ze znacznie wigkszej ilosci niewiadomych, ale tez z z
duzych réznic glebokosci optycznej w roéznych czestotliwosciach.

Wiezy na prawdziwe wartosci p; 1 T; wynikaja z wrunkow rownowagi (235)
(236) . Uzywajac wyznaczonych wartosci I,;; w (237), mozemy wyliczy¢ Fp,,
a nastepnie z (235) znalez¢ pgy,,. Ta warto$é bedzie rézna od wartosci pgyi ,
wynikajacej z réwnania stanu (238) po podstawieniu wartosci p{ i TP Réwnania
(236) tez nie bedzie spelione, potrzebne jest iteracyjne poprawianie p; i T;.
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