12 Modele gwiazd z uwzglednieniem rotacji

12.1 Struktura radialna

Jezeli rotacja jest dostatecznie powolna to, jak pokazaliSmy w rozdziale 1.6, row-
nania opisujace strukture radialng separuja si¢ od roéwnan opisujacych dystorsje.
Warunek réwnowagi mechanicznej w kierunku radialnym dany jest réwnaniem
(40), ktoremu tu nadamy postad,
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Wyprowadzajac ten wzor zatozylismy, ze predkosé katowa rotacji nie zalezy od
miejsca w gwiezdzie, ale to nie jest konieczne zalozenie. Istotne jest tylko aby
€rot << 1. Jezeli Q zalezy nie tylko od r, ale tez od p = cosf, to we wzorze na
Grot Dalezy zastapié Q2 przez
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Jest tylko jeszcze jedna modyfikacja rownan na strukture radialna (316-319):
wzOr na gradient promienisty ma teraz postaé
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(341)

Tak zmodyfikowane réwnania uzywane sg czesto w modelowaniu struktury, a
takze ewolucji gwiazd rotujacych. Dla danej funkcji @(MT) catkowanie rownan
réwnowagi przebiega tak samo jak bez uwzgledniania rotacji. Trudno§é stanowi
wyznaczenie tej funkcji i jej zmian w trakcie ewolucji.

12.2 Prawo von Zeipela

W rozdziale 1.4 pokazalismy, ze w przypadku rotacji cylindrycznej (w tym jed-
norodnej) w obszarze chemicznie jednorodnym wszystkie parametry termody-
namiczne sa stale na powierzchniach catkowitego potencjalu mechanicznego,
®. Wniosek pozostaje wazny dla konfiguracji chemicznie niejednorodnych jesli
tylko sktadowe X sa stale na powierzchniach ekwipotencjalnych. Zatem takze
wielkosdci k i € sg stale na ta tych powierzchnich i strumieri promieniowania (
row.245) mozna zapisa¢ w postaci
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W odréznieniu od parametréow termodynamicznych, g = |g| (przyspieszenie
odsrodkowe jest uwzglednione w g) i Fyaq = |Fraq| nie sa stale na powierzchni-
ach ekwipotencjalnych. Na przyktad w modelu Roche’a, stosunek przyspieszenia
biegunowego do réwnikowego na powierzchni ekwipotencjalnej dany jest przez
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Skad, po skorzystaniu z (29), znajdujemy
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Zadanie: Pokazaé, ze w przyblizeniu liniowym w €04, , rozklad catkowitego
przyspieszenia na odksztalconej powierzchni gwiazdy dany jest wzorem
9—9 4 __GM
T = <36r0t7R — JQ) PQ(COSG), Z g= F
Rownanie (342) prowadzi do prawa von Zeipel’a dla rozkladu temperatury
efektywnej na powierzchni niesferycznej gwiazdy.
Tog o FM* oc gt/4, (343)

rad

Stosuje sie ono do gwiazd dostatecznie goracych, w ktérych otoczkach stru-
mienn konwektywny mozna zaniedba¢ i dla wszystkich potencjalnych sit od-
ksztatcajacych, na przyktad do goracych sktadnikéw ciasnych uktadéw pod-
wojnych. Czasami uzywa sie terminu pociemnienie grawitacyjne. Gwiazda ro-
tujaca ogladana ze strony réwnika wyglada na obiekt o nizszej temperaturze
efektywnej i grawitacji niz ogladana ze strony bieguna.
W gwiezdzie niesferycznej na og6l nie udaje sie spetni¢ warunku rownowagi
cieplnej w formie
dS .
pTE =ep—divF =0. (344)
Problem ten znany jest jako paradoks von Zeipela. Dostrzec go tatwo uzywajac
wyrazenia (342) na strumien w rownaniu bilansu ciepta (244). Dostajemy wtedy

ds d
pTE2 = ep—V20y — — g2,

345
dt ddr (345)

Dla przypadku rotacji jednorodnej mamy z (2) i (24)
V2®r = 47Gp — 207 (346)

Widzimy, ze pierwszy i drugi wyraz lewej strony (345) sa stale na powierzch-
niach ewipotencjanych, ale nie dotyczy to ostatniego wyrazu. Poza szczegdlna
sytuacja gdy Jf}% = 0, nie mozna go skompensowaé tak, aby spetni¢ warunek
réwnowagi cieplnej. W tej szczeg6lnej sytuacji musieliby$my mieé¢ jednak zu-
pelnie nierealistyczne prawo generacji energii, ¢ = 47G — 202 /p. Stad wniosek
o niemoznosci spelnienia réwnania (344) w przypadku rotacji jednorodne;j.
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Zadanie: zbadaé¢ mozliwos¢ spetnienia warunku rownowagi cieplnej w przy-
padku rotacji cylindrycznej, Q = Q(s), gdzie s jest odlegloscia od osi rotacji.

Brak rownowagi cieplnej ma miejsce dla "prawie"wszystkich niesferycznych
modeli gwiazd przy zalozonej sile odksztalcajacej. W przypadku matych od-
ksztalcen, rozpatrywanych w podrozddziale 1.6, wniosek ten wynika stad, ze
nieradialne skladowe zaburzen p i p wyznaczone sa przez warunek rownowagi
sit i nie ma juz swobody dla spelnienia warunku réwnowagi cieplne;j.

Jezeli Q(r, 0) jest traktowana jako nieznana funkcja, to wtedy mamy potrzebng
swobode dla wprowadzenia warunku dS/dt = 0. Otrzymane w taki sposob
prawa rotacji sa jednak niestabilne.

12.3 Cyrkulacja poludnikowa

Konsekwencja nieréwnowagi cieplnej jest cyrkulacja potudnikowa inaczej cyrku-
lacja Eddingtona-Vogta. Przy zalozeniu stacjonarnosci, wzory na sktadowe pola
predkosci cyrkulacji mozna uzyskac z rownania (344) i z rownania cigglosci (86).
Dostajemy, odpowiednio,

S dn
T mc,nd — €nucpPf — 4 - 292 — L4 47
PTG, Pmend = Enucp n(4rGp ) P (347)
: dl
div(vVime) = —C%prmc’ng, (348)

gdzie Vi » 0znacza sktadowa normalna do powierzchni ekwipotencjalnej. Przek-
sztalcamy (347) korzystajac ze zwiazku

dsS dIinT dlnp cppT D xr D
T— =c¢)T| ——— —Vaa = — = —== ,
d(I)T d‘I)T d‘I’T p Xp Vad
gdzie D = V,,q — Vaq. Wielkosé d‘fIT”T eliminujemy wykorzystujac warunek za-

chowania masy, Ve, = 0, gdzie kreska na symbolem oznacza warto$¢ srednig
na powierzchni ekwipotencjalnej. W ten sposéb dostajemy

d _
ég = [Enucp - 77(47TG/O - 292)}9_1
i ostatecznie
a 202 [
Ume,n = _&v d |:77 (47TG — > — Enuc:| (glg - gl> . (349)
xr D p g

Jedli site odsrodkowa mozna traktowaé jako mate (liniowe) zaburzenie, to mamy

L,
v ~ v
) mc,n mc,r
4rG M,

g~ g+g(r)Pa(cost), n=

iz (349) dostajemy tatwiej czytelny wzor
Ume,r = Ume(r)Pa(cos0), (350)
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gdzie

~ Xp Vad | Lr 02 g
= 2= 1-— — =. 1
Ume xr D |:Mr < 2nGp Enuc (351)

W tym samym przyblizeniu z réwnania (348) dostajemy
1 d(Dmer?p) dPy

3rp dr do (352)

Ume,0 =

Te wyrazenia sa, w zasadzie, liniowe w 2. Zachowany zostal jednak wyraz
2

wyzszego rzedu o 2?—(;,0, bo moze by¢ dominujacy blisko powierzchni nawet dla

wolnej rotacji. Zmiana znaku (zwrotu) cyrkulacji zachodzi przy

_2 2y
pigp Qmax

Najwazniejszym zadawanym pytaniem byto czy cyrkulacja potudnikowa moze
mieszaé pierwiastki. Spodziewamy sie mieszania produktow nukleosyntezy jesli

R
Tmec E/ ~dr ~ Thuc- (353)

'Umc

c

Dla oszacowania t,,. mozna wykorzystac¢ rownanie (351), w ktorym zakltadamy
gaz doskonaly, ktadziemy
202

3 K
oraz zaniedbujemy wyraz wyzszego rzedu w €, ktory wazny jest tylko blisko
powierzchni gwiazdy. Mamy wtedy,

i 0.5 ( r >4 M\’ r [ 2\
Vme N =——— | —= —
e Vad -VAR Mr Tth Qmax
Osobliwos¢ na granicy obszaréw konwektywnych jest niefizyczna, ale nieistotna
dla oceny tpc.

Dla gwiazdy ciagu gtéwnego o masie M = 5M), dla ktorej Ty = 7.9 x 107
lat i 7 = 5.5 x 10° lat znajdujemy

Qm‘ X 2
Tme %37}11( Qd ) .

Dla takiej gwiazdy Qmax odpowiada ok 500 km/s. Przy typowych predkosciach
dla gwiazd goérnego ciagu gtéwnego ~ 102 km/s wplyw cyrkulacji na redys-
trybucje helu i wodoru powinien by¢ istotny. Obserwacyjnym dowodem na
mieszanie pierwiastkow w wyniku cyrkulacji jest nadwyzka obfitoéci azotu pow-
stajaca w wyniku dziatania cyklu CNO. Taka nadwyze wykrywa sie w atmos-
ferach szybko rotujacych gwiazd ciagu gtéwnego.
Przy ocenie efektywnosci transportu pierwiastkow przez cyrkulacje nalezy uwzglednié
(a) zwrotny efekt horyzontalnego gradientu p. Wiadomo, ze hamuje on
cyrkulacje
(a) zwrotuy wplyw cyrkulacji na rotacje gwiazdy.

g~

103



12.4 Ewolucja rotacji

Roéwnanie rzadzace zmianami predkosci katowej otrzymamy rozwazajac bilans
momentu pedu K = Qr?sin? . Ogolnie mozemy napisaé

dK

=~ =7,

dt
gdzie prawa strona reprezentuje pare sil na jednostke masy. W przypadku
symetrii osiowej zroédtem tej sity moze by¢ lepkosé turbulentna i molekularna
lub pole magnetyczne. Korzystajac ze zwiazku pomiedzy réznymi pochodnymi
czasowymi mozemy napisac¢

aK 9 500 -

— =7r“sinf*— +v- VK.
dt ar
W polu predkosci v wyodrebnimy veyo - sktadowe wynikajace z ewolucyjnej
kontrakcji lub ekspansji i sktadowe v, Przyjmiemy, ze Q < Quax 1 2e W przy-
blizeniu mozna zaniedba¢ odksztatcenie gwiazdy. Laczac wypisane tu wyrazenia
dostajemy

N T
ot r2sin?6

(354)
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or r r 00’
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W obszarach konwektywnych dominujaca role odgrywa para sit 7 zwigzana z
transportem turbulentnym. Z obserwacji (gléwnie Stonica) wiemy, ze w otoczkach
konwektywnych wystepuje znaczaca zaleznos¢ Q(#). Pole magnetyczne jest
zrodtem powierzchniowej pary sit prowadzacej do utraty globalnego momentu
pedu w skali czasowej krotszej niz thye.

W obszarach promienistych efekty ewolucyjne i cyrkulacja potudnikowa prowadza
do rotacji niejednorodnej. Pole magnetyczne o znikomym natezeniu wystar-
cza do skompensowania tego efektu. Nie wiemy czy takie pola istnieje. Jezeli
nie istnieje, to modyfikowana przez pole predkosci rotacja jest niestabilna w
skali ty. Lokalne kryterium stabilnosci rotacji dane jest warunkami Goldreicha-
Schuberta-Frickego, ktére w obszarach jednorodnych chemicznie maja postaé

o 0 i 9(0s?)

8z ! Os
Jesli te warunki nie sa spelnione wzbudzana jest powolna turbulencja, ktéra
wplywa na zaleznosé¢ Q(r,6). Na ksztalt tej zaleznosci w warstawach lezacych
pod otoczka konwektywna wplywaja fale grawitacyjne generowane w poblizu
jej dolnej granicy. Tym efektem interpretuje sie w niedawnych pracach przebieg
predkosci katowej w promienistym wnetrzu Stoica.

Ewolucja rotacji nalezy do nierozwiazanych problemoéw fizyki gwiazd. Nie
wiemy tez jaki jest zasiag mieszania w spowodowany cyrkulacja potudnikowsa
i turbulencja generowana w wyniku niestabilnosci rotacji. Dane oberwacyjne
wskazuja na to,ze mieszanie jest przewaznie wystarczajaco efektywne by zniesé
efekty osiadania grawitacyjnego i nie dosé¢ efektywne by miesza¢ produkty nu-
kleosyntezy w znaczacym obszarze powyzej ich tworzenia.

> 0. (355)
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