13 Modele ewolucyjne gwiazd

Konwencja: Lokalne parametry fizyczne ewoluujacych gwiazd traktujemy jako
funkcje czasu t i lokalnej masy M,. Symbol d/dt oznacza pochodng przy
ustalonym M,., a symbol d/dM, pochodna przy ustalonym ¢.

13.1 Zrédla zmian ewolucyjnych
13.1.1 Nieré6wnowaga cieplna

Ewolucja zachodzi w stanie nieréwnowagi cieplnej gdy

(i)brak dostatecznie wydajnych jadrowych zrodet energii

albo

(ii)wystepuje niestabilnosé cieplna.

7Z pierwszym przypadkiem mamy do czynienia, na przyklad, w fazie ewolucji
przed ciagiem glownym, kiedy temperatura w jadrze gwiazdy jest zbyt niska
dla syntezy wodoru. Zachodzi wtedy kontrakcja calej gwiazdy w cieplnej skali
czasowej danej rownaniem (313). Takze po zakoriczeniu fazy ciagu gtownego
gwiazdy masywne, predzej czy pdzniej, traca rownowage cieplna. Po wyczerpa-
niu wodoru w jadrze konwektywnym jego struktura zmienia si¢ w izotermiczna.
Jezeli wzgledna masa takiego jadra przekracza pewna krytycznag wartosé, to
nastepuje jego kontracja w skali cieplnej. Konczy ja badz degeneracja elek-
tronéw, badz — w przypadku gwiazd o wigkszej masie gwiazdy przektaczajacej
ok. 2.25M— poczatek syntezy wegla. Biale karty i gwiazdy neutronowe tez
ewoluuja w skali cieplnej, ale wzor (313) dla tych obiektow si¢ nie stosuje, bo
zostal wyprowadzony przy zalozeniu réwnania stanu gazu doskonatego.

Nukleosynteza jest niestabilna wtedy, gdy wzrost wydzielanej energii w reak-
cjach nie powoduje istotnego wzrostu cisnienia, co byto wyjasnione w rozdziale
11.3. Spotykamy sie z ta sytuacja w fazie zapalenia helu w zdegenerowanych
jadrach gwiazd. Niestabilno$é cieplna wystepuje tez wtedy, gdy reakcja pale-
nia helu zachodzi w cienkiej warstwie nad weglowo-tlenowym jadrem. W tym
przypadku niestabilnosé¢ prowadzi do cyklicznych zmian parametrow gwiazdy
zachodzacych w cieplnej skali czasowej.

W modelowaniu ewolucji gwiazd postugujemy sie zawsze réwnaniem bilansu
ciepla uwzgledniajac pochodng czasowg entropii (réw. 244). Tak wiec, dla
ewoluujacych gwiazd sferycznych w miejsce rownania (318) uzywamy réwnania
(244) w symetrii sferycznej,

dL, du p @

aM, @t T p2at

Po skorzystaniu ze wzorow (107-109) z rozdz 5.1, dostajemy

dL, dT Td X,
_ Ty —1 p} Ou dX, (356)

an T Ty — OX; dt
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Pochodna czasowa u wyraziliSmu przez pochodne p, T' i wzglednych obfitosci
pierwiastkow. W tym rozdziale, tak jak w warszawskim kodzie ewolucyjnym,
wybieramy p i T jako podstawowe zmienne termodynamiczne.

Postugujac sie tym réwnaniem uwzgledniamy automatycznie nieré6wnowage
cieplna. Oczywiscie jezeli ewolucja postepuje w jadrowej skali czasowej, to
czlony zawierajace pochodne czasowe sg mate.

13.1.2 Zmiany skladu chemicznego

Ewolucja chemiczna gwiazd jest skutkiem nukleosyntezy, mieszania pierwiastkow,
dyfuzji i selektywnego ci$nienia promieniowania. Tu napiszemy formalnie
dX;
dt

= Ci,nuc + Ci,mix + Ci,dif~ (357)

Tempo zmian wzglednej obfitosci i-tego izotopu w wyniku reakcji termo-jadrowych
dane jest wzorem,

P Xij Xle
i,nuc 7T7X = — Aj Azi_ )\z Y
Cime(p, T, X) = -~ EJ:%: i g El: Ty (358)

kory wynika ze wzoru (288) dla izotopéw stabilnych.
Mieszanie pierwiastkéw w konwektywnych jadrach jest procesem bardzo szy-
bkim. Zachodzi w skali czasowej dtuzszej niz 74, ale znacznie krotszej niz 7.
Ocene czasu miesznia daje nam iloraz drogi mieszania i predkosci elementow
turbulentnych 7con = feon/Veon- Korzystajac ze wzoru (280) na veon, w wersji
dla wydajnej konwekcji (¢ — 0), dostajemy

Ucon = 'UQA/S [6UT(Vrad - Vad)]1/37 (359)

gdzie vy, jak wynika z wyrazenia nad wzorem (274), jest rzedu predkosci dzwigku,
ve. Dla gazu doskonalego va = 0.30conVe. Z (274), uzywajac leon = HpGicon,
dostajemy

Leon Vi . 4dnr2H,pc,T

vp = S L, gdzie Ty = el

QEon Tth,l Lr
jest lokalna skala czasowa chlodzenie warstwy o grubosdci H,. Analogicznie,
mozna zdefiniowaé¢ lokalna dynamiczna skale czasowa jako czas przejécia dzwieku
przez warstwe o grubosci Hy,, czyli 7q) = 2. Tak wigc z (359) dostajemy

v o (0~5(vrad - vaud) ) 1/3 gcon
oon a2y, Viad Td2 ,/lthlh/f

i na skale czasowa mieszania przez konwekcje

2/3 1/3
Teon ™~ Tq) Tth1-

106



W glebokich wnetrzach gwiazdowych mamy

Tth,1 Tth
Td,1 Td

~ 10%,

gdzie k zalezy od parametrow gwiazdy, ale zawsze jest duza liczba. Dla Storica,
z ocen w rozdziale 12.1 wynika k ~ 12, a dla gwiazdy o masie 10M; wynika
wartosc k ~ 9. Stad

0—2k/3

Tcon ™~ 1 Tth,1

i dlatego w modelowaniu ewolucji gwiazd prawie zawsze przyjmuje sie, ze pro-
dukty nukloesyntezy w jadrach konwektywnych ulegaja natychmiastowemu miesza-
niu.

Konwekcja jest najwazniejszym zjawiskiem prowadzacym do mieszania pier-
wiastkow, a do niedawna, jedynym uwzglednianym w kodach ewolucyjnych.
Problemem jest okreslenie zasiegu mieszania. Standardowym postepowaniem
jest utozsamianie masy mieszanego wnetrza, My, z masa jadra konwekty-
wnego Mcony, ktOra wyznacza warunek

D= v1rad *Vad =0.

W jadrach konwektywnych D jest wielko$cia malejaca z M,. Czesto jednak
dopuszcza sie mieszania pierwiastkdéw w pewnym obszarze poza granica jadra
konwektywnego M, = M.ony Wyznaczona przez warunek V,,q = V.q. Ma to
symulowaé efekt przestrzeliwania (overshooting) elementéw turbulentnych. Nie
potrafimy wyliczy¢ jego zasiggu. Zwyczajowo przyjmuje si¢ na zasigg miesza-
nia wielko$¢ doy = qovHp(Meony) 1 W rozmaity sposoéb wybiera wartosé aoy z
przedziatu [0, 1].

Jezeli w trakcie postepu ewolucji masa jadra konwektywnego maleje to, w

standardowych modelach, réwnanie opisujace ewolucje chemiczna sprowadza sie
do

dX; Ci,nuc dla M, > M«
= 1 Mimix 3 (360)
dt . Jo CinucdM, dla M, < Mpix

gdzie Myix = Meony + Moy. Zauwazmy, ze przy do, 7 0 mamy nieciggltosé X; i p
dla M, = Mpix. Mozna tej nieciaglosci uniknaé zakltadajac stopniowo malejace
cze$ciowe mieszanie.

Jezeli, co ma miejsce w gwiazdach na ciaggu gléwnym o masach w przedziale
od ok. 1.1 do ok. 1.6Mg oraz w fazie palenia helu, jadro konwektywne ma
tendencje do zwigkszania masy, to na jego granicy powstaje skok obfitosci pier-
wiastkow. Jezeli przy tym D maleje ze zmniejszaniem si¢ obfitoéci spalanego
pierwiastka, to na zewnatrz jadra wystepuje znéw obszar niestabilny. Tak
dzieje sie w gwiazdach ciagu gtéwnego. W takim obszarze, nazywanym warstwg
potkonwektywng, zaktada sie czesto czesciowe mieszanie i wartosci X;(M,.) wyz-
nacza si¢ z warunku neutralnej stabilnosci wedtug krterium Schwarzshila (105),

dD
dM,

=0,
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prowadzacego do rownania na pochodne obfitosci postaci

dX;
dM,

= f(y)

gdzie f(y) jest znana funkcja lokalnych parametrow, ktorej jawna posta¢ mozna
uzyska¢ postugujac sie rownaniami budowy gwiazd. Goérna granice warstwy
potkonwektywnej wyznacza miejsce, w ktorym obfitosé spalanego izotopu zréowna
si¢ z obfitosciag wynikajaca z lokalnej wartosci C; nuc.

Warstwy potkonwektywne wprowadza si¢ tez czasami w w modelach gwiaz-
dach bardzo masywnych (M 2> 30Mg) w obszarze chemicznie niejednorodnym
na zewnatrz z jadra konwektywnym, gdy jest on niestabilny wedlug kryterium
Schwarzshila, ale stabilny wedlug kryterium Ledoux (103). Nie jest jasne czy
takie postepowanie jest uzasadnione. W rozdziale 9.3 byta mowa o tym, ze wt-
edy niestabilno$é ma charakter wibracyjny. Prowadzi wiec do wzbudzania fal,
ktore nie musza prowadzi¢ nawet do czesciowego mieszania materii, ale zawsze
przenosza czesé energii. Moze wiec dochodzi¢ do redukceji gradientu temperatury
bez mieszania pierwiastkéw. Stromy gradient p moze tworzy¢ nieprzenikalnag
bariere dla elementéw gazu i dlatego rozpatrywane sa tez modele ze skokiem
obfitosci pierwiastkow.

Trudno$ci z opisem mieszania pierwiastkow przez konwekcje wystepuja tez w
fazie ewolucji na gatezi czerwonych olbrzymow i na gatezi asymptotycznej, kiedy
rozwijajaca sie zewnetrzna warstwa konwektywna siega do obszaréw niejed-
norodnych chemicznie.

W gwiazdach szybko rotujacych istotnym zrédtem mieszania moze by¢ cyrku-
lacja poludnikowa oraz turbulencja zwiazana z niestabilnoscia rotacji rézniczkowej,
o czym byta mowa w poprzednim rozdziale.

Nasza niewiedza dotyczaca mieszania produktéw nukleosyntezy jest gtéwnym
zrodtem niepewnosci modelowania ewolucji gwiazd. Dane obserwacyjne czesciowo
uzasadniajg zaniedbanie zmian chemicznych w warstwach zewnetrznych. Sktad
chemiczny atmosfer wigkszosci gwiazd nalezacych do jednej populacji jest podobny,
niezalezny od ich zaawansowania ewolucyjnego.

Istnieja jednak wazne wyjatki. Gwiazdy typu Ap i Am, ktore wykazuja
rozmaite anomalie w obfitosciach pierwiastkow. Tlumaczy sie je efektami dy-
fuzji i selektywnego ci$nienia promieniowania. Atmosfery biatych kartow, poza
nielicznymi wyjatkami, sa badz czysto wodorowe (typ DA) badz czysto helowe
(typ DB). Dowodzi to efektywnosci baro-dyfuzji (grawitacyjnego osiadania)
ciezszych pierwiastkow. Wydaje sie, ze ten efekt powinien dziala¢ w jakimg§
stopniu we wszystkich gwiazdach.

W chlodnych gwiazdach mieszanie pierwiastkow w rozleglych warstwach
konwektywnych znacznie redukuje efektywnosé dyfuzji. Na przyktad dla Storica
warto$é Y w otoczce obnizyla sie w ciagu 4.6 miliardéw lat jego zycia tylko o
ok. 10%, od 0.275 do 0.25. O podobny procent obnizyla si¢ wzgledna obfi-
tos¢ ciezszych pierwiastkow. Brak widocznych efektow dyfuzji w atmosferach
wigkszosci gwiazd o cienkich zewnegtrznych warstwach konwektywnych ttumaczy
si¢ istnieniem powolnego mieszania zwiazanego z efektami rotacji, przyjmujac,
ze owo mieszanie jest wystarczajace do zniesienia efektu baro-dyfuzji, ale nie
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do wydobycia produktéw nukleosyntezy z glebokiego wnetrza na powierzchnie
gwiazdy.
Zmiany koncentracji wywotane dyfuzja opisane sa przez dwa nastepujace

réwnania A /dN AT e)
mA; i TS dif
i.dif = —_— == _4 A74 : 9 ]-
o =" (G >dig AT, (361
gdzie F; gir oznacza strumien dyfuzyjny dany jest wzorem
dX; dlnp dlnT .
idit = 417°p | =Dy —=— + Dy Dryi— rad 2
Fi dif r p( d, M, + Dy, VR + Dr, M, ) + F; it (362)

Pierwsze trzy czlony w tym wyrazeniu opisuja efekty zwyktej dyfuzji moleku-
larnej, baro- i termo-dyfuzji. Wspotczynniki Dy ;, Dy ; i Dr;, w ktérych uwzgled-
nia sie efekt pola elektrostatycznego wynikajacy z przesuniecia ku gorze elek-
tronéw, wyraza sie¢ w funkcji lokalnych wartosci p, T'i X przez odpowiednie
réwnania materiatowe. Zauwazmy, ze wspolczynnik Dy ; jest rowny zwyktemu
wspolczynnikowi dyfuzji molekularnej pomnozonemu przez czynnik zamiany N;
na X; czyli przez p/mA;. Baro- termo dyfuzja powoduje stopniowe przesuwanie
sie pierwiastkéow chemicznych o wyzszej masie atomowej w kierunku centrum
gwiazdy. Poczatkowo te procesy dominuja. W stanie rownowagi dyfuzyjnej
osiaganej w bialych kartach dochodzi do pelnej stratyfikacji pierwiastkow, w
ktorej warstwy czysto-wodorowa, -helowa i -weglowa rozdzielone s cienkimi
warstwami przejsciowymi.

Ostatni czton opisuje efekt selektywnego cisnienia promieniowania, ktére
nie przekazuje pedu réznym jonom z réwnym prawdopodobienistwem. Wiecej
pedu odbieraja te jony, ktére maja linie widmowe w czestotliwosdcich w poblizu
maksimum funkcji Plancka dla danej temperatury. Dlatego promieniowania
przyspiesza selektywnie przede wszystkim wlasnie te jony. Te nastepnie w
zderzeniach traca wiekszo$é nadwyzki pedu, ale wypadkowy ruch ku powierzchni
moze zachodzié¢, jesli ten efekt przewaza nad barodyfuzja i jezeli szybkie makroskopowe
mieszanie pierwiastkow nie znosi obydwu efektow.

Przyspieszenie jonoéw o liczbie masowej A; w wyniku absorbcji promieniowa-
nia dane jest przez

1 o0
rad,i — yifyd 9 363
fraas = e | i (363)

gdzie o0, ; oznacza calkowity przekrdj czynny na absorbcj¢ promieniowania o
czestotliwosci v przez jony 4. Strumieni dyfuzyjny wynikajacy z przyspieszenia
promieniowaniem dany jest przez

ad  MAXiDg,
it = o Yradsi- (364)
Poniewaz zaréwno F,, jak i 0, ; zaleza od temperatury, a przez to od glebokosci,
ten efekt moze prowadzi¢ do zlokalizowanej akumulacji niektérych pierwiastkow
w atmosferze, a takze w glebi gwiazdy. Przykladowo, w w warstwie o temper-
aturze Ty ~ 2 mozna spodziewaé sie zwiekszonej obfitosci zelaza, bo przejscia
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zwiazano-zwigzane w jonach tego pierwiaska wnosza tam dominujacy wklad do
nieprzezroczystosci.

Uwzglednie wplywu selektywnego ci$nienia na rozkltad pierwiastkdéw stanowi
duza komplikacje w modelowaniu ewolucji gwiazd. Robi sie to dopiero od
niedawna, a ma to wazne znaczenie dla interpretacji sktadu chemicznego at-
mosfer, a takze pulsacji niektérych gwiazd.

13.1.3 Utrata masy

Ten efekt odgrywa pierwszorzednag role w ewolucji sktadnikéw ciasnych uktadow
podwdjnych, ale ten temat jest poza zakresem mojego wyktadu.

W ewolucji izolowanych gwiazd ciagu gtéwnego, utrata masy jest istotnym
czynnikiem tylko dla duzych (M > 20Mg) mas poczatkowych, przy ktorych
skala czasowa utraty masy,

__dt
dln M’

tm.l. -

staje sie poréwnywalna z .. Przyczyna tak szybkiej utraty masy jest wiatr
gwiazdowy napedzany promieniowaniem. Efektywnosé tego przekazu zalezy od
jasodci i temperatury efektywnej, a wiec silnie od masy na ciagu gléwnym,
oraz od zawartosci pierwiastkow ciezkich, ktore posiadaja duzo linii w zakresie
ultrafioletu sa pierwotnymi odbiorcami pedu od promieniowania. Oceny tempa
utraty masy oparte na danych obserwacyjnych opisuje sie w formie zaleznosci od
parametrow gwiazdowych, n.p. M, L i Teg. Nieuwenhuijzen i de Jager (1990)
znalezli nastepujace empiryczne wyrazenie, niezle opisujace obserwowane tempo
utraty masy z gwiazd masywnych Galaktyki.

M M 0.16 I 1.42 0.81

Ten wzor uzywany jest w niektorych kodach do obliczeni ewolucji gwiazd popu-
lacji I. Z obliczeni Brassan i in. (1994) wynika, ze gwiazdy populacji I o masach
30 i 60M, traca, odpowiednio 13 i 42% swojej poczatkowej masy. Tempo
utarty masy rosnie z obfitoscig metali. W kodach przyjmowana jest zaleznosé
YNNG

Ta forma utraty odgrywa role jedynie w goracych gwiazdach bardzo o duzej
jasnosci absolutnej. Wiatr typu stonecznego raczej nie prowadzi do znaczacej
utraty masy. Dla Storica tempo utraty masy spowodowane wiatrem wynosi
2 x 107 Mg /rok i jest nizsze od tempa utraty masy wynikajacej z zamiany
wodoru w hel.

Dla gwiazd pojedynczych o masach mniejszych niz ~ 20My znaczaca utrata
masy wystepuje dopiero w fazie ewolucji wzdluz galezi czerwonych olbrzyméw
i galezi asymptotycznej. Dla takich gwiazd bezposrednim powodem utraty ma-
terii jest ci$nienie promieniowania dzialajace na ziarna pytu w atmosferach tych
gwiazd. Tak wiec i w tym przypadku, wieksza obfitosé pierwiastkow ciezkich
prowadzi do szybszej utraty.
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Tempo utraty masy czerwonych olbrzyméw opisuje empiryczny wzor Reim-

ersa 1
dM s (MNT'/L\[(R

w ktorym dopasowywany do danych wspélczynnik 7 znajduje sie w przedziale
(0.3,3). Nawet wyliczona z ta goérna wartoscia, catkowita utracona masa w
utracona w tej fazie nie przekracza 20%. Znacznie wieksze utrata masy ma
miejsce na galezi asymptotycznej. W tej fazie gwiazda moze straci¢ nawet 90%
masy jaka miata na ciagu gltéwnym.

13.2 Roéwnania na strukture modeli modeli ewolucyjnych

Strukture wewnetrzna modeli ewolucyjnych opisuja rownania (316-317) i (319)
z rozdziatlu 11.2.1 i rownanie (356). Warunki brzegowe zachowuja posta¢ dang
rownaniami (321), (322-324). Jedynie do €. wystepujacym w réownaniu (324)
doda¢ trzeba wyraz z pochodnymi czasowymi, tak jak to zrobiliSmy w réwnaniu
(356).

13.3 Warunki poczatkowe

Standardowym podejsciem jest rozpoczynanie obliczen ciagdéw ewolucyjnych od
wieku zero (modele ZAMS). Wplyw wezesniejszych etapow ewolucji na strukture
gwiazd na ciagu gtownym jest zaniedbywalny, jesli nie rozwazamy efektow rotacji
i pola magnetycznego. Skutki nukleosyntezy zachodzacej przed wiekiem zero sa
albo nieistotne dla struktury gwiazdy (n.p. reakcje Li+p, D+p) albo tatwe do
uwzglednienia w modelach wieku zero, a pdzniej szybko zapominane (reakcje
3He+3He, 2C+p).

Modelowanie gwiazd znajdujacych sie w fazie przed ciagiem gléwnym ma
samodzielne znaczenie. Dla takich ciagéow modelami inicjujacymi sa modele
calkowicie konwektywne.

13.4 Jednoznaczno$é rozwiazan réwnan ewolucji

Dla uproszczenia zakladamy niezmienno$¢ masy, ale to nie jest istotne dla
waznosci wniosku. Niech sktadowe wektora y(M,.,t) oznaczaja kolejno r, p, L.,
T i obfitosci tych pierwiastkéow, X, ktorych zmiany obfitosci chcemy $Sledzié.
Jezeli znamy y = y, w pewnej chwili ¢ = ¢ 1 mamy wszystkie potrzebne dane
materialowe, to z pomoca réwnan (316), (317), (356), (319) i (357) mozemy, w
zasadzie, wyznaczy¢ y w dowolnej chwili ¢t. Przekonuje nas o tym nastepujace
rozumowanie.

Oznaczmy przez At maly przyrost czasu od momentu tg, na tyle maty zeby
wyrazy rzedu At? byly zaniedbywalne. Uzywamy réwnania (357) lub (360) do
wyznaczenia przyrostow X; wyliczajac prawe strony w chwili ¢y. Znajac wartosci
Yo = y(to) mamy wszystkie potrzebne do tego dane. Mamy wiec

AX; = C;(to) At (367)

111



i, podobnie jak w przy konstrukcji modeli réwnowagowych, funkcje X;(M,)
traktujemy jako znane.
Rownania (316), (317), (356) i (319) zapisujemy w postaci

R(y) = DY

+hily)=0 j=1,234. (368)

Zauwazmy, ze dla j # 2 mamy po prostu f; = y;.
Z roznicowej wersji réwnania (356) dostajemy liniowy zwigzek pomiedzy
malymi przyrostami Ap i AT,

cy |AT — (T3 — 1)TAp} = At <e _ 9L ) - Ou AX; (369)
p

dM, - ox;, "

w ktorym wspotezynniki i wielkosci po prawej stronie rownosci sa znane. Korzys-
tamy z tego zwigzku w zlinearyzowanej wersji rownan (316) i (317), z ktorych
dostajemy uktad réwnan liniowych, niejednorodnych na przyrosty Ap i Ar.
Zadanie Prosze napisaé¢ jawna postaé¢ tego uktadu rownan i dowiesé, ze ma
zawsze rozwiazania, poza przypadkiem neutralnej stabilnosci dynamiczne;j.
Linearyzujac rownanie 319 znajdziemy wyrazenie przyrost strumienia, AL, w
obszarach promienistych. Opisane postgpowanie dowodzi istnienia rozwiagzan
réwnan ewolucji, ale nie prowadzi do stabilnego schematu obliczeri numerycznych.

13.5 Metoda Henyeya

Schemat réznicowy sledzenia ewolucji w czasie opisany powyzej nosi naze metody
explicit. W tej metodzie wszystkie pochodne wyliczane sa na poczatku kroku
czasowego. Tu przedstawiam oryginalna wersje metody Henyeya, w ktorej
ewolucja chemiczna traktowana jest metoda explicit. To oznacza, ze nadal uzy-
wamy wyrazenia (367). Natomiast ewolucja cieplna liczona jest metoda implicit.
czyli, ze w zamiast rownania (369) stosowaé bedziemy nastepujaca reprezentacje
roznicowy rownania (356).

dL,  _
=€—cy

AInT ———Alnp ou AX;
dM, A Ts—U—g ]_ (370)

0X; At’

gdzie kreski nad symbolem oznaczaja §rednie arytmetyczne wartosci na poczatku
i koricu kroku czasowego At, ktory powinien by¢ dostatecznie maly.

Tu, za oryginalng wersja metody Henyeya zaniedbamy utratete masy i przyjmiemy,
ze mamy przyblizona warto$¢ Ay. Dla pierwszego modelu w ciaggu startujacym
z ZAMSu przyjmuje sie zwykle Ay = 0, a w kolejnych modelach przyrosty
wynikajace z wartosci Ay/At w poprzednim kroku czasowych. Dalej nie ko-
rzysta sie juz z zalozenia, ze przyrosty Ay sa male, a tylko ich poprawki ,
0y = z, ktore sa zarazem poprawkami do y Rownania (300) linearyzuje sie
wzgledem z.

Schemat iteracyjnego wyznaczania poprawek z pokazuja dwa nastepujace
réwnania
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Rj(yo“‘Aiy)—’—Z{d]C\l/[r [(ggi)zk] + (gzli')izk} =0 (371)

k

A1y = Ay + 2, (372)

gdzie wskaznik ¢ numeruje kolejne iteracje. Kontynuuje sie je tak dlugo, az
najwieksza z liczb |z| nie stanie sie mniejsza od przyjetej wartosci. Metoda
iteracji jest wiec podobna do opisanej dla konstrukcji modelu na ZAMS, ale
zamiast czterech iterowanych wielkosci mamy 4 x N, gdzie N jest liczba punktow
weztowych w modelu.

Roéznicowa (w M,.) reprezentacja rownan (371) prowadzi do nastepujacych
liniowych zwiazkow taczacych wartosci z w sasiednich punktach sieciowych.

of; 3’%‘)”“ 1 <3fj 3’%‘)” +1
9 4 py wet N (95 OGN e p R R,
Xk: (5% My ; % zk: Yk Moy i %~ Du(R; 7

gdzie wkazniki géorne numeruja punkty sieciowe, a Dyy = (M2 — M™)/2. Po
odwrdceniu macierzy dostajemy

zn+1 — An,n+1zn + wn,n—&-l, (373)

An,n+1 n,n+1

gdzie jest znana macierza 4 x 4, a w jest znanym wektorem. W
sumie mamy 4 X (N —1) rownan na 4 X N niewiadomych z". Warunki brzegowe
dostarczaja brakujacych czterech roéwnan.

Warunki brzegowe zachowaja te sama posta¢ co dla modeli réwnowagowych,
jezeli tylko do e. wystepujacym w rownaniu (324) dodamy wyraz z pochod-
nymi czasowymi, podobnie jak to zrobiliSmy w rownaniu (369). Linearyzujac
rownania (322-325), z dodanieniem w (324) czlonu nieréwnowagowego,

AT T Ap
—Cy [At - (T5— DpAt} ,

znajdziemy latwo (tu opuszczam te malo interesujace obliczenia) macierz B Lo
wymiarach 4 x 2 i wektor C* w relacji

z' = B ( gg ) +cC. (374)

Korzystajac nastepnie z rownania (373), wyliczy¢ kolejne macierze B™ i
wektory C™, zdefiniowane nastepujacym wzorem.

n n 60 mn
2" =B (65}C>+C. (375)

Zewngetrzny warunek brzegowy naklada si¢ w punkcie n = N, ktory zwykle
nie pokrywa si¢ z brzegiem gwiazdy. Strukture otoczki, ktéra obejmuje mala
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cze$¢ masy gwiazdy, mozna modelowaé korzystajac z rownowagowych rownar
wewnetrznej budowy (316-319) ktadac L, = L. W otoczce nie zachodza reakcje
jadrowe, a mala energia w niej zawarta uzasadnia zalozenie rownowagi cieplnej,
nawet wtedy gdy ewolucja gwiazdy zachodzi w cieplnej skali czasowej, o czym
byta mowa w rozdziale 11.1.2.

Catkujac te réwnania od powierzchni w gtab do M, = MY dla przyblizonych
wartoéci L = LY i T.g, znajduje si¢ wartosci y” . Dodatkowe catkowania dla par
(L+ 6L, Teg) i (L, Tegr + 0Tesr ), pozwalaja na liczbowe wyznaczenia pochodnych

czastkowych
oy N : oy N
oL OT gt

i stad macierzy D" o wymiarach 4 x 2 i w relacji

2N = DN< oL ) (376)

0T o

To réwnanie w polaczeniu z (375) dla n = N prowadzi do ukladu czterech
roéwnan liniowych niejednorodnych na dp., 6T., 0L i 0Teg. Po wyznaczeniu
dpc 1 0T, i poprawek do parametréw powierzchniowych, znajduje si¢ wszystkie
wartosci dy(M]") = 2™ korzystajac ze zwigzkow (375) dlan =1 do N.

Po zakoniczeniu iteracji mamy model gwiazdy w chwili ¢t. Teraz wylicza
sie zmiany obfitosci pierwiastkow, AX;, dla zalozonego kroku czasowego, At.
Wyboér wartosci At zalezy od tempa ewolucji. Czasami zmniejszenie At wymusza
brak zbieznosci iteracji.

13.6 Dodatki do oryginalnej metody Henyeya

Uwzglednianie dyfuzji i pétkonwekcji wprowadza réwnania na pochodne przestrzenne
X;, i =1,..I, gdzie I oznacza liczbe pierwiastkow, ktorych zmiany obfitosci
chcemy sledzi¢. Mozna te réwnania dotaczyé do rownan (368) podwyzszajac
liczbe niewiadomych, Ay, zwiazkéow (371) i warunkow brzegowych do 4 + I.
Czestszym postepowaniem jest oddzielne traktowanie przyrostow AX;. Iteracje
majg wtedy przebieg dwustopniowy W pierwszym kroku wyznacza sie AX;
metoda explicit i tak jak poprzednio wyznacza iteracyjnie Ay i parametry brze-
gowe. W nastepnych krokach AX; wyznacza sie metoda implicit w oparciu o
uzyskiwane w kolejnych iteracjach wartosci y+ Ay, az do osiggniecia wymagane;j
zbieznosci.

Ubywanie masy opisuje sie przewaznie metoda explicit, wpierw zachowujac
stala warto$¢ masy na zewnetrznym brzegu (n = N), a nastepnie przesuwa
brzeg do nizszych wartosci masy.

Modelowanie ewolucji gwiazd z cienkimi warstawmi produkcji energii jest
utrudnione ze wzgledu na ich szybkie przesuwanie sie w masie. Wsréd stosowanych
rozwiazan jest przyblizenie stacjonarne dla tych warstw polegajace na zaniedba-
niu czastkowej pochodnej po czasie w tych warstwach i wtaczanie ich do otoczki,
co stanowi dobre przyblizenie w przypadku stabilnoéci cieplnej. Doktadniejszym
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i bardziej uniwersalnym rozwiazaniem jest korzystanie z asymetrycznych row-
nan roéznicowych, co umozliwia numeryczne $ledzenie proceséw zachodzacych w
drastycznie réznych skalach czasowych we wnetrzu jednej gwiazdy.
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