1  Warunki rownowagi hydrostatycznej

1.1 Rownowaga sil w mechanice newtonowskiej

W standardowych modelach gwiazd bierze sie pod uwage gradienty ci$nienia,
p 1 potencjalu samograwitacji, . W ci$nieniu uwzglednia si¢ standardowo gaz
i promieniowanie, a czasami tez efekty turbulencji. Czasami tez w warunku
réwnowagi uwzglednia si¢ sile Lorentza, site odsrodkowa i site przyplywowa
ewentualnego towarzysza. Te dodatkowe sily liczone na jednostke masy traktu-
jemy jako dane wektorowe funkcje wspotrzednych przestrzennych, f(x). Zatem
warunek réwnowagi sil na jednostke objetosci gwiazdy zapisujemy w postaci.

w ktorym p oznacza gesto$é. Rownanie Poissona,
V2 = 4nGp, (2)

wiaze potencjal samograwitacji z gestoscia. Wspomniane dodatkowe sity maja
nastepujace postacie,

W sita Lorentza
F=9 O%se, sita odérodkowa > (3)
-V, sita przyptywowa

gdzie B jest natezeniem pola magnetycznego, ) jest predkoscia katowa, s
odlegloscia od osi rotacji, e; odpowiednim wektorem jednostkowym. Wzor na
potencjal przypltywowy, ®, podany bedzie w rozdziale (1.5). Cisnienie i potenc-
jal spetlniaja nastepujace warunki brzegowe:

(i) Na powierzchni (S) p = 0.

(ii) Na zewnatrz S, ® jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a zmierzajacym
do zera przy oddalaniu od S do nieskoriczonosci.

Jesli mamy dane barotropowe réwnanie stanu, p = p(p). Rozwigzania row-
nan (1) i (2) daja pelny opis struktury gwiazdy.

1.2 Gwiazdy sferyczne

Jezeli f znika lub ma tylko niezerowa skladowa radialna, to gwiazda posiada
symetrie sferyczna. Prosty dowod tego twierdzenia dla przypadku malej de-
formacji bedzie podany w rozdziale (1.5). Przy zaniedbaniu f réwnanie (1)
upraszcza sie wiec do

dp
_ = — 4
2= P9 (4)
gdzie
dd GM,
p— = 5
g dr r2 (5)



oznacza lokalne przyspieszenie grawitacyjne, a

M, = 47 / pi2dr (6)
0

jest masa wewnatrz sfery o promieniu r. Mr = M, R jest promieniem gwiazdy,
M jest masg. Calkowanie (2) prowadzi do

O(r) =

7% B fTR dnGprdr dla r <R
r 0 dla >R

Skad tatwo dostajemy nastepujace wyrazenie na energie grawitacyjna gwiazdy,

W.

M M
W= 1/ O(r)dM, = fG/ M: g, (7)
2 0 0 T

Przy konstruowaniu sferycznych modeli gwiazd najczesciej uzywa sie masy
M, jako zmiennej niezaleznej i dwa z réwnan wewnetrznej budowy zapisuje sig

w postaci
dr 1

dM, ~ 47 pr? (8)
i

dp GM,

dM, ~—  4mrt’ )

dla ktérych warunkami brzegowymi sa
r(0)=0 1 p(M)=0. (10)

Dla konstrukcji modelu potrzebne sa dodatkowe warunki. W najprostszym przy-
padku bedzie to zaleznosé p(p). Na ogol jednak, potrzebne s dodatkowe row-
nania rézniczkowe opisujace zachowanie energii.

1.3 Relatywistyczny warunek réwnowagi

Podaje wzor, znany jako rownianie Oppenheimera - Volkoffa, bez wyprowadzenia,
ktore mozna znalezé n.p. w ksiazce M. Demianskiego Astrofizyka Relatywisty-
czna.

dp GM,\  GM,p
T (1-25r) - - S araa v (1)

gdzie ¢ jest kwadratem stosunku izotermicznej predkosci dzwieku do predkosci
Swiatla, a

P
M, P,

W przyblizeniu liniowym w ¢~2 (postnewtonowskim) mamy



dp GM,p GM,
—_— = — 1+2 1)]. 12
dr 72 + c3r +aU+1) (12)

Pierwsza poprawka relatywistyczna (efekty OTW) jest rowna 2x grawita-
cyjne przesunigcie ku czerwieni. Na powierzchni Storica wynosi ona 4.2 x 1076,
a najwieksza warto$¢ osigga dla r &~ R/3, gdzie jest mniej wiecej dwukrotnie
wyzsza. Druga poprawka (efekty STW), jest najwieksza w centrum gdzie wynosi
7x 1075, Dla biatych kartow ( przy M = Mg mamy R ~ 8 x 1073 R,) pierwsza
poprawka jest rzedu 1072, a dla gwiazd neutronomych (R ~ 2 x 107°Rg,)jest
rzedu 107!, i przyblizenie postnewtonowskie jest niewystarczajace.

1.4 Wnhnioski z warunku réwnowagi sit

Pewne wnioski dotyczace budowy gwiazd mozna otrzymacé juz z samych réwnan
(9) 1 (10) , z ewentualnym uzyciem réwnania stanu gazu doskonalego.
Twierdzenia do udowodnienia na ¢wiczeniach
Twierdzenie 1.
Funkcja
GM2
8y

jest monotonicznie malejaca w calym przedziale [0, R].
Twierdzenie 2 Jezeli $rednia gestosé wewnatrz sfery o promieniu r, p,(r),
jest funkcja nierosnaca, to zachodzi

F(r)=p+

1 [(an\'® 1 [(4r\ Y3
6 () e <p-p< g6 () At ay

Twierdzenie 3: Dla kazego s < 4 zachodzi

M R
M, dM, s
I, = G/ L =dr(4- s)/ pré~sdr (14)
0 r 0

Twierdzenia 1 i 2 mozna wykorzysta¢ do oceny cignienia w centrum gwiazdy.
Prosze wykonaé ocene dla Storica i porownaé wynik z doktadng wartoscig mod-
elowg postugujgc sie danymi liczbowymi podanymi w DODATKU.

7 Twierdzenia 3 dla s = 1 dostajemy

R
I =-W= 127r/ pridr (15)
0

Zwiazek ten zachodzi dla dowolnego réwnania stanu.
Dla gazu doskonatego, ktorego energia wewnetrzna jest w catosci rowna en-
ergii kinetycznej czasteczek, mamy



gdzie u jest energia wewnetrzna jednostki masy. Oznaczajac przez £ catkowita
energie gwiazdy, a U — jej catkowita energie wewnetrzng, dostajemy z (15)

1
E=W+U=3W (16)
To réwnanie mozna wprost otrzymac z Twierdzenia o wiriale. Roéwnanie (16)

pozwala, na nieztg oceng catkowitej energii gwiazdy, przy zalozeniu ze p(r) jest
funkcja nierosnaca. Z tego zalozenia wynika

r(M,) <R (?@")Ug.

Po skorzystaniu z tej nier6wnosci we wzorze (7) na W. dostajemy

M M.dM, 3, M?
— = — = _— > — _—
26 = -W G/O 2 G (17)

Teraz skorzystamy z rownania stanu dla caltkowicie zjonizowanego gazu doskon-
alego dla oszacowania $redniej temperatury gwiazdy. Réwnanie to zapisujemy
w postaci

kT
p="L (18)
um
gdzie
1
i (19)

72X +0.75Y +0.57
jest érednim cigzarem molekularnym gazu, X, Y i Z sa (odpowiednio) wzglednymi
masowymi obfito$ciami wodoru, helu i pierwiastkéw ciezszych, a m jest jed-
nostka masy atomowe;j.

Mamy tez
3 3 kT
u=2L 25 (20)
2p  2pum
Teraz korzystajac z rownan (17) i (18), tatwo znajdziemy
- TdM, 1 1 M M
po dTAMy LV LpGmM o M R oo (21)

M 3 kM

Dla wyliczenia czynnika liczbowego przyjeto X = 0.7, Z = 0.02.

1.5 Warunek ré6wnowagi dla rotujacych gwiazd

W warunku réwnowagi (réwnanie 1) uwzglednic¢ nalezy site odsrodkowa. We
wspOlrzednych cylidrycznych (s, ¢, z) z osia rotacji rownolegla do osia z, mamy

f = fcen = 92895, (22)
a we wspolrzednych sferycznych (r, 6, ¢)

Feon = Q2rsin f(sin fe, + cos fey). (23)



Po zastosowaniu operatora rot we wspotrzednych cylindrycznych dostajemy

o0

rOtfccn == 9z

S€¢.

Stad wynika, ze sita odsrodkowa jest potencjalna wtedy (i tylko wtedy) gdy €2 nie

zalezy od z. Mowimy wtedy o rotacji cylindrycznej. W szczegdlnym przypadku,

gdy Q jest stala we wnetrzu gwiazdy to méwimy o rotacji jednorodney.
Potencjal sity odsrodkowej dany jest wzorem

Doy = f/dsts. (24)

W przypadku rotacji cylindrycznej warunek réwnowagi hydrostatycznej mozna
zapisa¢ w postaci
Vp = —pV@T, (25)

gdzie
Or =04 Oy (26)

jest catkowitym potencjalem mechanicznym.

Zadanie : Prosze dowiesé, ze rotacja gwiazd z barotropowym réwnaniem
stanu musi by¢ cylindryczna.

Potencjal grawitacyjny, ®, spelnia rownanie Poissona (row. 2). Formalnym
rozwiazaniem réwnania Poissona jest

d(x) = -G / d%xT’ixl. (27)

Z rownania (25) wynika, ze jezeli wszystkie sity dzialajace na gwiazde sa po-
tencjalne, to zaré6wno cisnienie jak i gesto$é sa state na powierzchniach statego
potencjatu catkowitego. Dowdd dla cisnienia jest oczywisty (Vp jest rownolegly
do V®r7). Jezeli zastosujemy operator rot do rownania (25), to dostaniemy

Vp x Vor =0,

skad wynika, ze gradient gestosci jest rownolegly do pozostatych.

Po skorzystaniu z rownania stanu mamy dalej idacy wniosek, ze w obszarach
jednorodnych chemicznie wszystkie wielkosci skalarne sg state na powierzchniach
ekwipotencjalnych. Pozwala to na sprowadzenie réwnan wewnetrznej budowy
do problemu jednowymiarowego. Dwuwymiarowa geometrie wyznaczaja row-
nania (24) i (27).

W przypadku rotacji jednorodnej niezte przyblizenie dla ®p w warstwach
zewnetrznych daje model Roche’a, w ktérym zaniedbuje si¢ odksztatcenie rozktadu
materii od symetrii i wklad masy lezacej powyzej sfery o promieniu r. Mamy

wtedy
M, 1 )
Op = — Gr - 5921"2 sin? 6. (28)




Wynika stad nastepujace wyrazenie na stosunek promienia réwnikowego, R., do

biegunowego, R,.
R. 1/ 9\
— =14= . 29

R, 32 <Qmax> (29)

Maksymalna predko$é rotacji, Qmax Wyznacza warunek znikania przyspieszenia
na réwniku

GM

Qmax = Rig’

(30)
Okres rotacji na réowniku Storica wynosi ok. 25 dni, a na duzych szeroko$ciach
heliograficznych ponad 30 dni. Rotacyjne splaszcenie wynosi

R.— R, s
Te ) ~35x%x 1075, 31
< RP ) . ( )

Dla najszybciej rotujacych gwiazd ciagu gtownego (gwiazdy typu Be) wartosé
Q/Qmax moze przekraczaé 0.5.

Zadanie: Gdy € zalezy tylko od cinienia, to méwimy o rotacji warstwowe;.
Prosze udowodnié¢, ze w przyblizeniu Roche’a dla rotacji warstwowej, prawa
strona wzoru (28) jest stala na powirzchniach izobarycznych.

Przewaznie wielkosé

Q
Qmax

mozna traktowaé jako maty parametr i strukture rotujacej gwiazdy opisywaé
jako liniowe zaburzenie modelu sferycznie-symetrycznego.

)? (32)

€rot = (

1.6 Mate odchylenia od symetrii sferycznej

Niech wielkosci primowane oznaczja mate odchylenia wartosci parametrow fizy-
cznych od wartosci jakie miaty przy zaniedbaniu f w danym miejscu przestrzeni.
Takie zaburzenia, nazywane eulerowskimsi, komutuja z operatorami rézniczkowa-
nia. Mamy wiec w szczegbdlnosci,

(Vp) =Vp (Vxf)=VxFf.
Do wyliczania liniowych zaburzen ztozonych wyrazen stosuje sie regute Leibnitza.
Mamy wigc (ab)’ = a'b+ ab’.

Wykonujac liniowe zaburzenie rownania (1) wokot rozwigzania tego rownania
z f = 0 dostajemy

V' + pge, + pVO = pfeey, (33)

Do opisu malych osiowo-symetrycznych odchylen od symetrii sferycznej uzywa
sie¢ wielomianow Legendre’a, P;j(cos8), ktore dane sg wzorami

3u?—1
Py =1, P =p, PQZMT,



1

m[(% + V)P — LPp1],

Py =

gdzie u = cosf.
Wszystkie zaburzone funkcje skalarne przedstawiamy w formie szeregéw tych
funkcji. Na przyklad zaburzenie cisnienia dane jest przez

p'(r,0) = Zﬁj(r)Pj (cos@). (34)
=0

Zaleznod¢ katowa sity odsrodkowe]j zawsze mozna wyrazi¢ przy pomocy P;.
Tu skoncentrujemy uwage na przypadku rotacji jednorodnej, ale istota wywodu
pozostaje wazna dla dowolnego prawa rotacji = Q(r, 6), a takze dla innych sit
powodujacych odksztatcenie gwiazdy.

W przypadku jednorodnej (a takze sferycznej) rotacji, wygodnie jest zapisaé
site odsrodkowa w postaci

2

from = %{(%er V2P (cos O)]}. (35)

Podstawiajac do rownania (33) to wyrazenie, szereg (34) na p’ i podobne
dla p’ i @', a nastepnie przyrownujac do zera wspodlczynniki przy kolejnych
wielomianach P; dostajemy.

dpp | . d®  ddy  2rpQ?

— — = dla j =
ar TP TPy 3 aj=0 (36)
oraz - 9
dﬁj . d(I) d‘bj TpQ
-+ el el AN ¥ S kel
dr + Pj dr + P dr 3,2 3 (37)
i Q2 2
Bi=—p (<i>j +8j2 3’" > dla j >0 (38)

Po podstawieniu szeregow (34) do réwnania Poissona (2), ktore jest liniowe,
dostajemy

d [ ,do; s _
% (7‘2dTJ> - j(] + 1)(1)] — 47TGT2,0]' =0. (39)
SkorzystaliSmy tu z rownania
JG+1)
VP === P

Dla j = 0 mamy o jedno rownanie mniej niz dla j > 0 przy tej samej licz-
bie niewiadomych. Dla zbadania wptywu sity odsrodkowej na strukture radi-
alng nalezy wzia¢ pod uwage pozostate réwnania wewnetrznej budowy gwiazd.
Najprostsze postepowanie polega na dodaniu usrednionej sity od$rodkowej w
rownaniu rownowagi hydrostatycznej (9), ktore teraz przyjmuje postac



dp GM, 2 0?
dM, 4wt 3dmr’
ktora jest tez wazna gdy €2 jest dowolna funkcja 7.
Mamy wiec tylko niewielka modyfikacje rownan wewnetrznej budowy. Dla
obliczen modeli gwiazd trzeba dodac jeszcze przepis na ewolucje 2. W najprost-
szym przypadku rotacji jednorodnej wystarcza prawo zachowania catkowitego
momentu pedu

(40)

K= / dM,Qr.
Przy j > 0 z rownan (37) i (38) wynika zwigzek
~ 1dp [ = 022
Pi=gar (‘I’j toj2—— ), (41)
gdzie §; 5 jest symbolem Kroneckera. Stad i z (39) dostajemy
d [ ,d®, . dlnp] - dln p Q2r?
— — | - 1 U D, =6, U—- . 42
dr (7‘ dr) {](J+ )+ dinr)| 7 dnr 3 (42)

Warunkami brzegowymi, wynikajacymi z <i>j < 00, 53

~ rd dlar —0
;o { r~G+D)  dlar >R (43)
Roéwnanie jednorodne nie ma nietrywialnychych rozwiazan. Mamy na to
prosty dowdd, przy niezasadniczym zatozeniu Z}Eﬁ < 0. Mnozymy mianowicie

(42) przez (fj i catkujemy po r od 0 do co. Dostajemy

~ 2
<[ dd, . - B dlnp -,
1) P2 = ddr. 44
/0 <T dr) +iG+ 125 dr /0 Udlnr 5 (44)

Widag, ze jesli nie zachodzi @j = 0, to lewa strona jest dodatnio, a prawa ujem-
nie okreslona. Wnioski: (1) odksztalcenia od symetrii sferycznej wymaga niera-
dialnej sity, (2) rozwigzanie rownania niejednorodnego istnieje zawsze. Po wyz-
naczeniu ®,, z pomoca rownai (38) i (41) znajdujemy py i 2. Dla wyznaczenia
zaburzen nieradialnych nie potrzebujemy zadnych dodatkowych warunkow.

Wyrazenie na odksztalcenie powierzchni izobarycznych, 7;(r) P;, a w szczegol-
nosci powierzchni gwiazdy wynika z warunku

p(r +7;P;) + p;j(r)P; = p(r).

Z rozwiniecia w szereg z zachowaniem tylko wyrazoéw liniowych, dostajemy

B (T
ro dr P



i dalej, z rownan (4) i (38),

Wielkos¢ -
R,
- GM
nosi nazwe momentu kwadrupolowego pola grawitacyjnego gwiazdy (planety).
Dla Storica mamy Jo ¢ ~ 2x10~7. Wkiad tego momentu do splaszczenia wynosi
ok 0.5%.

W bardzo podobny spos6b mozna wyliczyé odksztatcenie przyptywowe. Po-
tencjal grawitacyjny gwiazdy towarzyszacej, ®., w ukladzie o orbicie kolowej
opisujemy w przyblizeniu masy Roche’a. Mamy wiec

Jo

G M, GM, (r

J
o= _\/A2 + 172 —2rAcos®© A 7) Pj(cos ©), (46)

Jj=0 4

gdzie M, jest masa gwiazdy towarzyszacej, A odlegloscia srodkéw mas sktad-
nikow, a © katem biegunowym liczonym od osi taczacej sktadniki. Wyrazenie
na potencjal przypltywowy, ®, w réwnaniu (3) dane jest przez szereg taki jak
w (46), ale zaczynajacy sie od j = 2. Wyraz przy j = 0 jest staly ( wiec
nieistotny), a wyraz przy j = 1 odpowiada za ruch orbitalny gwiazdy. Dalsze
postepowanie jest podobne do przypadku rotacji jednorodnej, nie mamy jednak
wyrazu stalego, a za to mamy wyrazy z j > 2. Zwykle szereg obcina sie na
j=4.

W przypadku rotacji synchronicznej z prawa Keplera wynika

G(M + M,)

Q= yE

W przypadku rotacji synchronicznej dominujace odksztatcenie przypltywowe (oc
Py) wynosi 3M.,. /(M + M,) x odksztalcenie rotacyjne. Laczne odksztalcenie nie
jest juz osiowo-symetryczne i do jego opisu uzywa sie sferycznych harmonikow.

Zadanie: Rozklad natezenie poloidalnego dipolowego pola magnetycznego
we wewnatrz gwiazdy opisuje wzor,

2q 1 dgq
B=DB,(—cosf,———5sinh,0 |,
b (x2 zdx )

gdzie x = r/R, a q jest dowolna funkcja x. Prosze wyliczy¢ site Lorentza i podaé
warunek na istnienie potencjalu (réwnanie na ¢(x)). Dla dowolnej postaci ¢(x)
znalez¢ odpowiednik wzoru (45).



